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К. 1900 г. Планк понял, что, оставаясь только йа позициях 
феноменологизма (что характерно, как мьi видели, в его работах 
до этого периода), выйти из тупика не удастся. Необходим ради­
кальный шаг- перенос идей Больцмана из области мqлекулярно­
кинетической теории на область излучения. Признав эту необхо­
димость, Планк делал крутЬй поворот в своем мировоззрении, ибо 
это означало переход на позиции атомистики со всеми. вытекаю­

щими отсюда последствиями. Этот шаг был весьма нелегким для 
человека, воспитанного на традици'ях феноменологизма. И вряд 

· ли сам Планк Понимал в этот период своей деятельности все зна­
чение этого шага для физйки. 

Поскольку Планк при вь1числении энтропии излучения вос­
пользовался статистическим методом Больцмана, представляет ин­
'Герес сопоставление точек зрения Больцмана и Планка. Здесь 
следует прежде всего указать, что до осени 1900 г. статистические 
идеи Больцмана были чужды физическому мировоззрению Планка. 

' Лишь только тогда, когда Планк понял решающую роль энтропии 
в решении проблемы абсолютно черного излучения, он обратился 
к о.сновной работе Больцмана «Об отношении между вторым нача­
лом термодинамики и теорией в~роятности», опубликованной 
в 1877 г. Обратим еще раз внимание на ту ее часть, которая боль· 
ше всего привлекла Планка. . ·- , 

Больцман рассматривает идеальный газ, состояlций из N моле­
кул, причем энерrия каждой молекулы может принимать только 
опредетрrные дискретные значени~ обра~ующую арифметическую 
прогрессию О, в, 2в, Зв, ... , Мв. При этом точка зрения Больцмана 
сводится к тому, что предлагаемая модель газа является фикцией. 
Он пишет по этому поводу: . . "-

«Конечно, эта фи1кция не ·Соответствует какой-либо реализуемой механиче­
ской ситуации, но зато эту задачу гораздо легче описать математически, при 
ч'ем она прямо переходит в зада·чу, которую и надлежит исследовать, если 
допустить, что соьтветствующие величины становятся бесконечными. Этот ме­
тод рассмотрения проблемы на первый взгляд кажет.ся очень абстрактным; 
тем не менее он в. общем есть наиболее быстрый способ достижени~ цели в 
подобных проблемах, и если бы кто-либо считал, что все бесконечное в природе 
не имеет смысла, кроме случаев предельных процессов, то бесконечное разно~ 
о,бразие в.озможных энергий, приходящихся на каждую ·молекулу, невозможно 
было бы понять как-либо иначе, чем при помощи предельного случая, которыfi 
возникает, когда каждая молекула может получать все боµ,ше и больше ско­
рости». 

Введение Больцманом Предположения о дискретности энергии 
молекул с минимальной ее величиной в являлось лишь вспомога­
тельным математическим приемом, позволившим австрийскому фи­
зику показать, что в равновесном состоянии распределение молекул 

подчиняется «распределению Больцмана» е-е[(kТ). Никакого физиче­
ског'о смысла в своем допущении о дискретности энергии молекул 
Больцман не видел. В этом, как мы увидим дальше; существенное 
отличие точки зрения Планка от вышеприведенных идей Больцмана. 

Отметим наиболее существенные отличия в вь1числениях обоих 
ученых. К.ак мы помним, согласно Больцману, любое состояние 
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rаза как целого, когда ему передается полная энергия Рв, Где Р 1 
t, достаточно большое целое число, характеризуется набором целых 

чисел ro0 , ro1 , ••• , rом, 1;:оторые представляют число молекул, имею­

щих· энергию О, е, 2е, ... , Мв. При этом величины ro удовлетво­
ряют двум условиям., выражающим фиксированное число Чf!.СТИЦ и 
полную энергию: 

м 

~ rro,=P. (XVII.l) 
r=I 

Каждое из указанных состояний, характеризуемое набором чи-
' сел rоп может быть достигнуто многими способами (по Больцману, 

комплексиями), зависящими от того, какие Ш3 молекул обладают 
энергиями О, в, 2е, . . . Общее же число комплексий для данного 
распределения / 

Wв= N 
· ro0 1ro1 !ro21". 

Основное допущение Больцмана состояло ·в том, что ·любая 
комплексия с заданным распределением энергии по молекулам 

встречается с такой же вероятностью, как и другая комплексия. 
Эrо' означает, что вероятность состояния с заданным набором ror 
равна величине Wв/~ Wв, где суммирование распространяется по 
всем ror, удовлетворяющих условиям (XVII.1). 

В результате Больцман приходит к формуле 

S=kln W, 
где W - термодинамическая вероятность, вычисляемая в соответствии 
.с предложени6й им процедурой. С другой стороны, Планк смотрит 
на это соотношение как на способ определения вероятности, по­
скольку он не мож~т ввести в излучение процедуру ее подсчета, 

аналогичную больцмановской процедуре для газа. 

~по моему. мнению,- пишет он,-l. это условие, по существу, равносильно 
определению вероятности W потому, что в гипотезах, лежащих в основании 
электромагнитной теории излучения, мы не имеем абстрактно никакого отправ­
ного пункта для суждения о такой вероятности, в коrором был бы определен-
ный СМЫСЛ». ' 

I(ак поступает Планк, конкретно вычисляя указанную вероят­
ность и связывая ее с энтропией, мы увидим дальше. 

Подчеркнем еще раз следующее обстоятельство: хотя Больц­
ман и использовал понятйе «элементов» энергии в для реализации 
своего комбинаторного метода, он полагал, что всегда можно 
совершить предельный переход в~о, когда нужно избавиться от 
.дискретности, ибо последняя, по его мнению, ·не им~ла физиче­
ского -смысла. Что касается Планка, то, полагая неприменимость 
теоремы о равном распределении энергии по степеням . свободы, 
он, естественно, не мог согласиться с возможностью такого пре­

дельного перехода. 

Однако как бы там ни бI;>1ло, Планк решил реализовать идею 
Больцмана о статистическом характере второго начала термоди-
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намики в своем теоретичес~ом анализе _uроблемы излучения чер­
ного тела и применить логарифмическую зависимость между энт­
ропией и вероятностью состояния ·системы к излучателю, рассмат­
риваемому как совокупность большого числа излучающих центров 
(резонаторов). Посмотрим, :w.ким образом и к каким последстви­
ям пришел Планк, развивая указанную идею. 

Доклады Планка в Немецком физическом обществе 
19 октЯбря и_14 Декабря 1900 г. ((вантовая гипотеза 

19 октября 1900 г. Планк доJiожил Немецкому физическому 
обществу в Берлине. первую из двух своих работ, посвященных 
выводу и обоснованию найденного им закона распределения энер­
гии в ~пектре абсолютно черного тела. Доклад назывался «Об од­
ном улучшении спектрального закона Вина». На этом же заседа-

. нии общества перед Планком выступил Курлбаум, доложивший 
· резульfаты проведенных им совместно с Рубенсом измерений длин­
новолновой части спектра. Свой доклад Планк начинает с указ·а­
ния на результатьJ Курлбаума и Рубенса: 

«доложенные в настоящем собрании г-ном Курлбаумом результаты изме-
- рений энергии в длинноволновой части сде'ктра, которые он провел совместно· 

с г-ном Рубенсом, подтверждают наблюдения Луммера и Принсгейма и пока­
зывают, что зако.н распределения Вина не имеет того всеобщего значения, как 
это ему неоднократно приписывали. Этот закон носит скорее характер неко­
торого предельного закона, принимающего особенно простой вид в области 
коротких волн,_ u_лJJ.; что то же самое, в области низких температур» 83• , 

. Далее Планк излагает свою· точку зрения, исходя, как он гово­
рит, из общих соображений электромагнитной теОf!ИИ: 

«Согласно этой теории, зdкон распределения энергии ,иожет бь~ть получен 
. сразу, как только станет известна энтропия излучения системы линейных ре· 
зонаторов S как функция энергии колебаний И». 

По~кольку в описании процессов необратимого обмена между 
планковским резонатором и возбужденным им полем излучения 
решающую роль играет вторая производная энтропия по энергии 

d2S/dU2, то Планк вычисляет ее J;ЛЯ случая виновского закона. 
Не приводя: в рассматриваемом докладе детали вычислений, он 
дает rотовьiй результат: 

d2S const 

dU2 И 

Планк указывает, что ранее, до точной экспериментальном про­
верки формулы Вина, он был склонен это соотнощение между. энер­
гией и энтропией издучения считать у·ниверсальным вследствие его· 
простоты. Теперь же он склонен пересмотреть свою точку зрения. 

' . 
«Хотя это и не так очевидно,- говорит Планк,- возможно, что левая часть. 

этого выражения не имеет того всеобщего :значения, как это я раньше ду­
мал." В результате я пришел к закл1Q.чению, что можно сконструировать совер­
шенно произвольное выражение для энтропии, которое, хотя и было бы слож-

~з Р 1 а n с k М. Physikalische Ab_haudlungen und Vortriige. Braunschweig, 
1958, Бd. I. См. также [44, с. 249]. · · 
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~ . -
~~t!ee выражения Вина, но удовлетворяло бы, подобно ему, всем требованиям 
'f#fермодинамич.еской и электромагнитной теории. 
1:: .· · Мне стало ясно, что если мложить 

" d2S ct 
dU2 '== И (~+И) ' 

то тогда можно получить выражение, которое наряду с простотой будет удав­
' летворять всем наблюдавшимся фактам. Иэ всех выражений наиболее простым 

.. .будет то, которое представляет энтропию 'S как логарифмическую функцию И. 
( (Это лежит в основе новой теории вероятностей, а таJкже при малых И пере­
( ходит в· закон Вина.) 
, · Используя выражение dS/dU=1/T, а также закон смещения Вина, я по-
:. лучил следующую двухконстантную формулу излучения: 

· . С1Л-5 . 

E'l. = eC/('J,,TJ-1 ' 

которая, как можно видеть; значительно лучше соответствует опубликован­
ным опыiжым данным, нежели любое из всех спектральных уравнений, которые 
до сих пор предлагались, как, например, Тизена, Л уммера ~Янке и Л уммера -
·Принсгейма». · · . 

Так просто и скромно появилась на свет з·наменитая формула 
излучения, которой суждено было революционизировать н.е толь-
ко теорию излучения, но и всю фи;зику. · 

Доклад не произвел на слушателей впечатления, хотя присут­
ствующие и отнеслись к нему с интересом. Ведь предложенная им 
формула в лучшем слуq:ае могла рассматриваться как удачно най­
денное соотношение, не имеющее убедительного физического обо­
снования. 

Рубенс. Присутствовавший на заседании, сразу же после докла­
да Планка провел сопоставление своих эксп~риментальных ·дан­
ных с данными, вычисленными по новой спектральной формуле. 

· Он получил полное с.огласие между· ними и сообщил об этом План­
ку. Но последний не был удовлетворен, так как задача еще не 
была решена до конца: теоретического обоснования новщ·о закона 
изучения еще не было. 

Много лет спустя, всп,оминая в нобелевском докладе (2 июля 
1920 г.) это время, Планк говорил: 

«Если, бы даже формула излучения dказалась совершенно· точной, то она 
имела бы_ очень ограниченное значение, исключительно как удачно подобран­
ное, интерполяцtюнное выражение. Поэтому я со дня установления этой фор­
мулы поставил себе задачей сообщить ей реальное физическое значение. Этот 
вопрос л'ривел меня к изучению зависимости между энтропией и вероятностью, 
т. е. к .идеям Больцмана. После нескольких недель наиболее напряженной за 
_всю мою жизнь работы потемки прояснились и передо мной забрезжил свет 
новых далей» [20, с. 142-143). 

С октября по дек'абрь 1900 r. Планк; усиленно работал над тео­
ретическим обоснованием своего спектрального закона. Именно 
в этот период _он понял всю ограниченflость феноменологизма и 
великие возможности ·молекулярно-кинетических представлений. 
Его мировоззрение в эти несколько недель претерпело глубокую 
Эволюцию,· которая коренным образом отра..зилась на всей его по­
. следующей научной деятельности. 
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Теоретическое обоснование своей формулы Планк также доло­
жил Немецкому физическому обществу 14 декабря 1900 г. Этот 
день,· по собственному· признанию Планка, и явился «днем рожде­
ния кван·товой теорuШ>. Доклад назывался «К. теории распределе­
ния энергии излучения нормального спектра», В вводной части 
доклада Планк говорил: 

«Несколько недель тому назад я имел честь обратить Ваше вни11tание на 
новую формулу, которая, как мне кажется, выражает закон распределения энер­
гии по всей спектральной области нормального спектра. Эта формула давала 
неnлохое совпадение с известными в то время и опубликованными опытными 
данньiми... · 

Энтропия обусловливается беспорядком и, по моему м.нению, этот беспо­
рядок должен отразиться на тех нерегулярностях, которые испытывают в ста­
ционарном поле излучения амплитуды и фазы колеблющихся резонаторов за 
промежутки времени, достаточно большие по сравнению с временем колебания. 

Постоянную энергию системы стационарно колеблющихся резонаторов по­
этому можно толковать •как результат. усреднения по времени, или, что то же 
самое, .как среднюю f)еличину большого числа одинаковых резонаторов, настолько 
удаленных один oi другого, что они непосредственно не могут действовать 
друг на друга. Поскольку энтропия резонатора обусловливается одновременным 
распределением энергии по ·многим осцилляторам, то я предполагаю, что ее 
величина может бьtть вычислена путем введения вероятностных представлениЦ 
в теорию электромагнитного излучения ... 

Это допущение подтвердилось. Я получил выражение для энтропии моно­
хроматически колеблющегося резонатора, а отсюда распределение энергии излу­
чения в стационарном состоянии, т. е. в нормальном спектре. При этом ока­
залось достаточно толь'ко гипотезы «естественного излучения», которая здесь 
была использована значительно шире, чем это было до сих пор. 

Сегодня я не ставлю перед собой задачу изложить систематически дедук­
тивный путь во · всем его объеме, на ~отарам основываются законы электро­
магнитного излучения, термодинамикu и теории вероятностей. flдpo всей теории 
легко обозримо, если остановиться на главном - выводе спектральной формулы 
на основе введения универсальных постоянных, которая дает распределение 
энергии по цветам в нормальном .спектре, а также на расчете температуры 

излучения, используя для этого вторую универсальную постоянную». 

Далее Планк дереходит к изложению основной идеи расчета, 
не вдаваясь, однако, в детали вычислений. Он принимает, что излу~ 
чающее тело состоит· из N одинаковых резонаторов, расположен­
ных так, что они не влияют друг на друг.а. При обмене. энергией 
между двумя осцилляторами термодинамическое состояние всей 
системы не :цзменит'ся, в то время как с точки зрения электромаг­
нитной теории эти состояния. будут различны. Мерой энтропии 
системы осцилляторов будет вероятность ее состояния, которая 
определяется как число всех возможных «электромагнитно различ­

ных» размещений энергии между всеми осцилляторами системы. 
Однако дл:я того чтобы вычислить число этих размещений,_ а сле­
довательно, и вероятность состояния системы, Планк с необходи­
мостью должен был ввести в свою теорию элемент, совершенно 
чуждый классичес.кой физике, а именно предположить, что полная 
энергия системы резонатора _слагается из конечного числа элемен­

тарных, далее неделимых порций энергии - к в антов. 

«Вели энергию рассматривать ка'к неограниченно делимую величину,- го­
ворит Планк,- то распределение энергии возможно бесконечным числом спо­
собов. Мы рассмотрим, однако, и это есть существенный пункт всего расчета, 
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энергию как ,состоящую из совершенно определенного числа конечных равны;с 
частей, и введем nри этом универсальную_ постоянную h = 6,55 · 10-27 эрг· с. Эта 
постоянная, умноженная на частоту резонаторов v, дает элемент энергии & 
в эргах, и при делении энергии Е на в мы получим числа элементов энер­
щи Р, которые распределены между резонаторами». 

Именно в ~том пункте Планк отошел от статистики Больцмана. 
Введенное Планком ,представление о конечных Порциях энер­

гии - квантах, по выражению одного из современников, «неслы­

ханно новая, только по необходимости введенная идея». Борн пи­
сал о квантовой гипотезе: «Только тот, кто, как я, вырос в класси­
ческих традициях, может полностью оценить смелость этой идеи» 
[4]. Следует отметить, что Планк рассматривал распределение 
энергии конечными квантами не как свойство самого излучения, 
а как результат его взаимодействия с веществом. 

Рассказав далее в общих чертах ход своих вычислений, Планк 
говорит: 

«Идя указанным выше путем, нетрудно получить закон нор­
мального распределения энергии, которрtй может быть представ­
лен в виде 

и , 8:n:hv3 dv 
gv---- -----

v - с3 ehv/(kT) - i · 

Этр формула точно совпадает с данной мною раньше спектральной 
формулой: 

Ед dЛ= С~Л-о dЛ». 
, еС,/дТ - 1 

Планк также указывает, .что он намерен 

«в ближайшее вр~мя в другом месте сообщить более детально свои сооб­
ражения вместе с вычислениями, а также дать обзор развития теории до на­
стоящего времени». 

В 1901 г. Планк опубликовал подробности своих вычислений в 
работе «0 законе распределения энергии в1 нормальном спектре>> 
[44, с.д51]. Здесь им был дан первый в истории квантовой теории 
вьшод «формулы Планка». В общих чертах он сводится к следую­
щему. Вычисляя указанну;о выше вероятность распределения кван­
тов энергии между резонаторами, Планк находит, что она должна 
быть равна 

W= (N+P-1)! 
(N-1)1 Р ' 

или, согласно формуле Стирлинга, приближенно 

(N+P)N+P 
W= • 

NNpP -

Используя далее больцмановскую связь между энтропией и вероят­
ностью состояния SN = ln w, Планк полуЧает, что 

SN=k ln w=k [(N+P)'ln (N+P)-N lnN -Р ln Р], 
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или после несложных преобразований 

$N=kN[(t+ ~).tn(l+ ~)- ~ ln ~} 
так как, согласно квантовой гипотезе, полная энергия осцилляторов 
UN=NИ=Pe.и, следовательно, P/N=U/e. 

Напомним, что здесь N - число резонаторов (их число доста­
точно ·велико и все они одинаковы), И.,-- энергия, рассматриваемая 
как сумма дискретных равных друг другу элементов в, число ко­
"Торых достаточно велико и равно Р. 

Последнее соотношение дает для энтропии одного _осциллятора 
S=SN/N выражение 

S = k l( l + ~ ) ln ( l + ~ )- ~ ln ~ } 
,1 Далее- Планк пока_зывает (мы опускаем эти вычисления), что 
закону Вина должна соответствовать следующая связь между энтро-
пией и энергией одного осциллятора: ~ 

S=f(U/v). 
Это означает1 что эцтроnия должна являться некоторой функцией 
отношения энергии к частоте излученной резонатором волны. Так 
как указанная связь должна иметь общий характер, то, сравнивая 
два последних выражения, Планк заключает, что ~величина кванта 
"энергии должна быть пропорциональна частоте излучения, т. е 

8=hv. 
Следовательно, для энтропии осциллятора получается выражение · 

S=k{(t +~)1n:(1+~)-~1n~). 
. hv hv hv hv f 

Константы h и k Планк называет универсальными постоян­
ными. 

Дифференцируя последнее равенство по энергии И и используя 
зависимость dS/dU = 1/tt, где tt __: абсолютцая температура, он на-
ходит, что -

-
1 

=_!____ In (1 +~) 
f} hft и ' 

' 
QТкуда средняя энергия осциллятора 

hv 
ehVf(k-(}} _}' 

и 

как и было найдено ран~е полуэмпирическим путем. 

В «научной автобиографию> П.iiанк следующим образом крат­
ко излагает ход своих исследований с октября по декабрь 1900 г.: 

~так 'как для необратимости процесса обмена энергией между некоторым 
-ссциллятором и возбужденным им излучением о,предемющее значение имеют 
вторые производные энтропии осциллятора по его энергии, то я подсчитал зна­
чение этой величины для того случая, когда для распределения энергии спра-
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ведлив закон Вина, находившийс-я тогда в центре внимания, и пришел к тому 
замечательному результату, что в этом случае обрат.н.ая величина указанной 
производной". пропорциональна энергии. Эта с8я<1ь была так поразительна-
простой, ч.то ftекоторое время я считал ее совершенно общей и старался обос­
новать теоретически. Однако шаткость ·такого понимания скоро обнаружиласt>­
перед результатами новых измерений: если для корот•ких волн закон Вина· 
отлично подтвердился также и впоследствии, то для длинных волн установили 
сперва Луммер и Принсгейм заметное отклонение; а проведенные Рубенсом. и:. 
Курлб.аумом совершенные измерения с плавиковыАt шпатом и калийной солью 
обнаружили совершенJ.lо иное, однако опять-таки простое отношение, что вели­
чина пропорццональна не энергии, а квадрату энергии прu переходе к большим 
значениям энергии и длин волн. . _ 

Так прямыми опытами были установлены для функции две простые гра­
ницы: для малых энетJгий - пропорциональность (первой степени) энергии, 
для больщих - квадрат-· энергии. Понятно, что, так же 'как любой принцип 

. распределения энергии даt:J.т определенное значение R (так Планк обозначил; 
обратное значение. второй производной d2S/dU2 - Я. Г.), так и всякое выраже­
ние приводит к определенному закону распределения энергии и речь идет тепера. 
·а том, чтобы найти такое выражение R, которое давало бы .установленное из­
мерениями распределение энергии. Но теперь ничего не было естественнее" 

~ как составить для общего случая величину в виде суммы двух членов: одного 
первой степени энергии, а другого второй степени энергии, та•к что для малых 
анергий будет решающим первый член, а для больших энергий - второiJ; вместе­
с тем была найдена новая формула излучения, которую я предложил на засе­
дании Берлинского физического общества 19 октября 1900 г. и рекомендовал 
для и11следования. 

Утром следующего дня меня разыскал мой коллега Рубенс и рассщ2зал, 
что он по окончании заседания еще в ту же ночь сравнил мою формулу са 
своими данными измерений и везде нашел удовлетворительное рогласие. 'Еакже 
Луммер ц Принсгейм, которые вначале полагали, что нашли отклонения, dкора 
отвели свои возражения, потому что, как сообщил мне устно Принсгейм, вы­
яснилось, что найденные отклонения ·были вызваны ошибками расчета. 

Последующими измерениями формула излучения также подтверждалась, 
а именно тем точнее, чем к (}алее тонким методам измерения переходили. Одна­
ко формула измерения, если предполttгать ее абсолютно тонкую истинность, была 
сама ·по себе только счастливо угаданным законом, имеющим толь•ко фор.иаль­
ное значение. Поэтому в де.нь, когда ·она была установлена, я занялся задачей: 
придать ей действительный физический смысл, и этот вопрос привел меня са­
мого к рассмотрению связи между энтропией и вероятностью, следовательно, 
и к ходу мыслей Больцмана. 

Так как энтропия S - аддитивная, а вероятность .W -мультипликативнан 
величина, то я положил просто S = klп W, где k - универсальная постоянная. 
При этом Я uсследовал вопрос, может ли то в,ыраже.ние для W, которое полу­
чится, если для энтропии S подставить значение, соответствующее найденному 
из закона ·излучения, быть .истолlковано как величина вероятности. . 

.,.. В результате исследования оказалось, что это в самом деле возможно и 
что k представляет 'так называемую абсолютную газовую постоянную, отнесен­
ную не к грамм-молекуле или к молю, а к молекуле". 

Что касается величины -W, то оказалось, что для того, чтобы можно было 
истолковать ее ка•к ftersoтopyю вероятность, необходимо было ввести н..екото­
рую новую универсальную постоянную, ·которую я обозначил чер(!з h, и так 
как она имеет размерность _произведения (энергия•время), то я назвал ее эле­
ментарным квантом действия. Таким образом, и для излучения было уста­
новлено существование энтропии как меры вероятности в больцмановско,'4 
смысле» [2Q, с. 16-17]. 

Из формулы излучения Планка как следствия вытекали закол 
Стефана - Больцмана и закон смещения Вина, ч'Го было показано 
самим Планком, а также распределение Вина и Рэлея - Джинса. 
На рис. 33 показаны кривые распр€деления интенсивности черного 
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излучения в соответствии с законами Планка (1); Вина (2) ,и 
Рэлея-Джинса (3). · 

Действительно, интегриру51 по частотам, получим суммарную 
плотность излучения абсолютно черного тела: . 

00 00 

и= 5 и v d v = J 8:n:hvз dv = att4. 
сз ehv/(kf>) _ 1 

о о 

Далее, определяя условие экстремума И, т. е. вычисл~я производ­
ную:dИ/dЛ., можно найти связь между Л. и it. Она имеет вид· 

Л.mit= Ь, 

где Ь - корень определенного трансцендентного уравнения. Поскольку 
опытные значения констант, входящих в указанные законы, были 
известны, то, сопQставляя полученные теоретические значения кон­

стант с их опытным значением, можно было из двух уравнений 
вычислить универ<:алr;.ные постоянные h и k. Они оказались рав­
ными: h=6,55-10-2 7 эрг·с, k= 1,346· 10-16 эрг/град84 • 

._ Вопрос о константах 

T=tooo·c 

частота 

Рис. 33. Сравнение кривых распределе.­
ния Планка, Вина, Рэлея - Джинса 

Планк подверг специально­
му обсуждению в работе «Об 
элементарном кванте мате­

рии. и электричества». В ча­
стности, oI-J показал здесь, 

что коэфф1щиент пропорцио­
нальности между энтропией 
и логарифмом вероятности 
состояния является универ­

сальной постоянной, отне­
сенной к одной молекуле. 
Планк ·подчеркивал позже, 
что хотя константа k и носит 
имя Больцмана, последний 
никогда не придавал ей 

бо.Льшого значения и не дал ее числово!iО значения. Планк вычислил 
также заряд электрона и нашел хорошее соответствие между полу-

• ченным результатом и данными Рихарца и Дж. Дж. Томсона. Это 
позволило ему сделать вывод, что следует «говорить не о прибли­
женном характере теории, а о ее абсолютной точности». 

Как же была воспринята современниками Планка его удцви­
тельная квантовая гипотеза, столь отличающаяся по духу от идей 
и основ ю1ассической физики, идущая вразрез со всем физическим' 
мировоззрением того времени? , 

После. историче<;кого заседания 14 декабря - дня, положившего 
начало квантовой теории, а вместе с ней и всей современной физи­
ке, коллеги Планка расходились с двойственным чувством. С одной 
стороны, они ничего не могли возразить против теоретического вы-

84 Современные значения этих постоянных: h=6,626176·10-34 Дж·с; 
k = 1 ;380662 . 10-23 Дж/К.. 
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вода закона излучения, о котором только что услышали. Но с дру­
гой стороны, слишком новой l! неабычной была гипотеза, положен­
ная в основу этого вьrвода. Ее необычность заключалась в том, что 
она не укладывалась в рамки классической физики, согласно пред­
ставлениям которой обмен энергией между отдельными излучения­
ми мог прешсходить только непрерывно и в любых количеGтвах. 
Это представление казалось само собой разумеющимся и никогда 
не вызывало сомнений. Квантовая же гипотеза Планка ставила " 
под сомнение этот «очевидный» факт - она трактовала энергети-

1 ческий обмен как прерывный, дискретный процесс. 
ОднакQ никто из физиков, включая и самого автора кв,антовой · 

гипотезы, в этот день не представлял себе, что присутствует· при 
_рождении новаторской революционной теории, которой вскоре суж­
дено было преобразовать всю физику. Небольшой круг специали­
стов - теоретиков и Э!{спериментаторов, занимающихся вопросами 

излучения, дискутировали о формуле Планка, отмечая необычность 
гипотезы, положенной в основу вывода, и слабые места этого вы-

- . . - . 
вода. · 

Сам Планк получил большое моральное удовлетворение, когда 
у:Знал об одобрении его tипотезы Больцманом. Послещrий, ознако­
мившись с содержанием доклада от 14 декабря, прислал Планку 
письмо, в котором выразил интерес И согласие с изложенными 

там идеями. 

В период 1900-1905 гг. в физической Литературе не появля­
лось каких-либо откликов на необычную гипотезу Планка. И хо­
тя данная им формула излучения была признана единственно пра­
вильной, поскольку она хорошо совпадала с опытными данными, 
понятие о квантах, предложенное для обоснования формулы, -было · 
Принято весьма сдержанно. 

Отношение к квантовой гипотезе современников Планка 

·в какой-то мере этот факт можно объяснить тем, что в период 
револющюнных открытий 1900-1905 гr. теория излучения не явля­
лась дентральной проблемой физики и не стояла в цен.тре физиче­
ских дискуссий того времени. как это было, например, с явлением 
радиоактивности, открытием и исследованием электрона и другими 

новейшими открытиями. Следует вспомнить и тот факт, что это 
было время острых нападок_ Маха и его последователей на Больц­
мана и молекулярно-кинетическую теорию. 

Каково бш_rо отношение к квантовой гипотезе после 1905 г.? 
Английск:Ие ведущие физики Рэлей и Джине, работавши:е в 

области теории излучения, не сочувствовали квантовой гипотезе 
и не сделали попыток развмть ее дальше, хотя и уделили ей вни­
мание в дискуссuи на страницах журнала «Nature». Сопоставляя 
свой подход к проблеме излучения с планковским, Рэлей писал: 

«Критическое сравнение двух приемов представляло бы интерес, но пdка 
последующая аргументация Планка не имела успеха, я не в состоянии понять 
его метод.· Поскольку его формула применима ко всем длинам волн, она име· 
ла бы большее значение, если бы она была надежно установлена. С другой 
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стороны, рассуждение, ведущее к урав11ению p(vT) = (8лv2/с3) kT, очень просто 
и эта' формула представляется мне не,обходи;1tым следствием закона равномер­
ною ро,спределения qНергии, установленного Максвеллом и-/)ольцманом. Мне 
трудно понять, как другой· прием, также базирующийся на идеях Больцмана, 
может привести к иному результату» (79,-v. 1 II]. . 

Джине, признавая универсальный характер закон·а о равномер­
ном распределении энергии по степеням свободы, делал все воз­
можно,е, чтобы вывести з.акон излучения на основе классических 
представлений, и критиковал Планка за· «непоследовательность» 
его статистических идей. В частности, он указывал, что Планк не 
до.пжен бы.п, введя дискретные порции энергии е, на этом остано-. 
витьfЯ, а что следовало бы. Пер'ейти к п'ределу е-+0 и тогда средняя 
энергия ·осцил.пятора оказалась, бы равной kT в полном соответ­
ствии с теоремой о равномерном распреде.пении энергии по степе-
11ям свободы. 

Первым ученым, кто не то.Jiько отдал должное квантовой гипо­
тезе, но и вн·ес в нее нечто принципиально новое, был А. Эйншт_ейн. 
Йуть~ которым продвигался Планк- в поиск11,Х решения проблемы 
Черного излучения, Эйнштейн назвал . «столь же рискованным, 
сколь t,t г.ениальным». В своей классической работе «Об одной -

' эвристической точке зрения, касающейся возникновения и превра­
щения света», опубликованной в 1905 г., Эйнштейн пошел значи­
тельно дальше Планка, сдел'ав предположение, что само излуче~· 
ние ведет себя так, как ecJiи бы оно состояло из квантов, энергии. -
Это допущение дозволило ему легко и· просто объяснить такие яв­
ления, как фотоэффект, правило Стокса для флуоресценции и 
фотоионизации газов. Эти явления не могли быть объясненьI' ранее 
на основе _классической электромагнитной теории· света. 

В последующие годы Эйнштейн неоднократно возвращался к 
проблеме излучения и, в частности, к кв,а.нтовой гипотезе. Не мог 
он, естественно, пройти и мимо дискуссии о законе. равномерного 
распределения энергии по степеням свободы, в которой, как ука­
зывалось выше, принимали участие ведущие физики того време­
ни~ Г~ Лоренц, Рэлей, Джине, Рити и др. В 1909 г. Эйнштейн 
опубликовал работу «К современному состоянию проблемь1 .излу­
чения», в которой высказал свою точку зрения по дискутируемо:му 
предмету. Он· отметил, что Джине не прав в своем утверждении 
относительно универсальности закона распределения энергии-по 

степеням свободы. · · 
«Мненцю Джинса,- писал Эйнштейн,- можно противопоставить утверждеiш_е 

о. том, что прuменять общие 'результаты статистической механики к полости, 
заполненной излучением, по-видимому, недопустимо». 

Вместе с Т€М Эйнштейн пишет: · 
«Нельзя сомневаться в том, чтО. наши ~овременные теоретические пред­

ставления с необходимостью приводят к закону, защищаемому Джинсам. Но с 
не. меньшей уверенностью можно утверждать, что закон-Джинса противоречит 
опыту» [62, с. 166]. 

, i: 

Точка зрения Эйнштейна сводится к тому, что Планк, введя 
принципиально новое представление о квантах, в .основу своей 
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теории пшюжил сугубо классические представления _.:с. ~т.атистiiКУ 
'Больцмана и электродицамику Максвелла - Лоренца, Последова­
тельное применение этих теорий неизбежна долщно приводить к 
закону рэлея~ Джинса: - · ' · 

. «Формула -излучения План.ка несов,иести.1tа с_ теоретически.Ии основам~, .из 
которых П.itанк исходил». - - ' 

Эйнштейн предла'~ает видоизменить теорию Планка таким· об­
р.азом, чтобы постулирqвать квантовую гипотезу, которая в этоfl.1. 
сJ1учае явилась бы не чужеродным э,n:ементом, а основой теории. 

Вот мнение· некоторых __ физиков о гипотезе Планка. Макс Борн 
вспоминает: 

«Я Позволю себе говорить о мое,и собственном опыте. В Геттцнгене, на­
сколько я припоминаю, я ничего не слыхал о квантах; также и 'в Кембрид3}Се, 
где я весной и летом 1906 г: неdколько месяцев слушал лекции Дж. Дж. Том-
сона и Лармора". - -

Только тогда, когда Я осенью 1906 r. приехал в Бреславль к Луммеру и 
Принсгейму, я Лопал в. настоящую квантовую атмосферу. Ибо оба они внесли 
существенный вклад в экспериментальное изучение черного излучения. Но, хотя 
в центре дискуссии стояла формула Планка, обсуждающие склонны были 
гиrютезу Планка о квантовании энергии рассматривать как предварительнуiо _ 
рабо<tую гипотезу» [ 4]. 

А. Эйнштейн впоследствии вспомrшал: 

«Вdкоре после осН.овополагающей работы· Планка» сталб ясно, «ч.то ни 
механика, ни термодинамика не могут претендовать на полную точность» (за 
исключением предельных случаев) ... » · _ 

Уже вскоре после появления основной работы Планка он увиде_л, 
«к каким следствиям ведет этот закон теплового излуЧения как для фото­

электрического эффекта и других родственных ему явлений, так и для тепло­
емtкости тел, в частности твердых тел» [62, т. 4]. 
· «Закон квантов энергии hv Цланка был не продолжением старой физики, 
а переворотом в ней. Следующие десятuлетия все яснее показь~вали, наско:Л.ько 
глубок был этот переворот и также насколько он .бьtл необходим. Именно 

; с помощью квантов ст~ло возможным понимание атомных явлений» 85• 

Через десять лет после великого открытия Планка вопросьi 
квантовой теории уже стщ~ли в центре внимания первого Сольве­
евского конгресса, специально, созванного для обсуждения проблем 
квантовой теории. Участщщ-<:Ч~Ш этого кщ1гресса были выда·ющиеся_ 
физики, благодаря трудам которЬJХ квантовая теория получила 
признание и развитие в последующие годы. Среди них находились 
Планк, Эйнштейн:, Нернст, В'ин, Iieppeн и другие ученые, стоявшие 
у ·колыбели кв·антовой физики. 

Высуупая н·а открытии tюнrресса, Лоренц в своей речи отметил: 

«Наука далека от полного удовлетворения, Которое еще двадцать' лет 
·назад могла бьf дать кинетичеt!кая теория газов, мало-помалу распространенная 
на жидкости, на разбавленные растворь~ и систему электронов". Мы Чувствуем 
себя как в тупике".· Лишь прекрасная гипотеза об элементах энергии, ·впервые 
предложенная Планком и _примененная к многочисленным явлениям Нернстом, 
ЭйнШтейноir~' и др" оказалась проблеском света. Она открыла нал.t неожида1-t­
ные перспективы, даже ·скептики должны признать ее важность и плодотвор-
ность. Она и является основной темой предстояЩих суждений» 86. • -~ 

- 85 Л а у э М. Статьи и речи. М., 1969. 
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Центральным докладом был доклад Планка «Законы тепло­
вого излучения и гипотеза элементарного кванта действия» [44, . 

• с. 282), в котором был дан обзор состояния квантовой· теории за· 
истекшее десятилетие и· сделана попытка проюiализировать физи­
ческое· содержание константы h и ее роль в новых физических 
теЬриях. 

Отдавая должное классической физике, П.т~анк говорил:. 

«Принципы классической механики, расширенные и оплодотворенные раз­
витием электродинамики и электронной теорией, в частности, оправдали себя 
в высdкой мере; следствием этога, а также стремлением к созданию единой 
физической картины мира дб'Оясняется появление надежды, что те же самые 
законы без существенных изменений успешно. можно будет применить к тем фи­
зическим Явлениям, законы которых описываются посредством статистического 
метода. В самом деле, развитие кинетической теории газов, казdлось, в тече­
ние некоторого времени блестяще оправдывало связанные с ·ней ожидания ... 

Отдельные трудности принципиального характера, возникавшие в различ­
ных местах этой теории, не могли казаться непреодолимы1v1и, если принять во 
внимание большое количество гипотез, имевшихся в распоряжении классиче-
ской динамики. ' 

Сегодня мы должны сказать, что надежды, связанные с этой теорией, не 
оправдались, несмотря на расшцрение классической механики принципом относи­
тельности Лоренца - Эйнштейна, она оказалась слишком узкой, чтобы охва­
тить физические явления, недоступные непосредственному восприятию нашими 
органами чувств. Поразительное противорвчие между классической теорией теп­
лового излучения черных тел и опытщt является первым и едва ли оспори-
м6lм доказательством вышеприведенпого утверждения ... » · 

«Общие принципы термодинамики и электродиналтки не ведут 
дальше закона излучения Вина» - говорит Планк. Надо сказать, 
что великий ученый весьма болезненно переживал КJ)изис основ 
классической физики. Характерными являются слова, сказанные 
им в 1912 г.: 

«Когда подумаешь о полном экспериментально:.~ подтверждении, которое 
получила электродинамика Максвелла в самых тонких' явлениях интерференции, 
когда подумаешь о невероятных· трудностях, которые повлек бы за собой от-

'каз . от н.ее для всей теори." '""'"""'"' i. ц . а.·г· нитных явлений, то испыты­ваешь какое-то отвращение, когда сразу "1. ~ 'азрушаешь эти основы». 

Многим фt!зикам, .воспитанным 1 : ассических идеях, было 
трудно црИмириться с квантовой гиt ·. ,, так же как и ее твор-
цу. В качестве примера можно прив . мнение Рэл'ея, высказан-
ное им в l 911 r. в письме к Нернсту: .. ~ :~1~~' . 

«Я должен признаться, ~то мне не нрав!' .. " е разрешение проблемы. Ко-
нечно, ,ине нечего. сказать против выводов, ' .·_·· ··. . щих из квантовой гипотезы, 
катара!! в. руках способных людей привела .оторым интересным резулf!-
татам. Но мн.е трудно представить, что : . картина в действительности 
имеет место». , · · .<·-~ . 

Как ученый, Планк сам был воспи духе идей классическ'ой 
физики, в развитии которой и его труД~1 принадлежит далеко не 

. последне~ ·место.: С момента открытия кванта Действия Планк, 
лелеял надежду, что его гипотеза может найти свое место в рам­
ках. к_лассической физики. Планк ряд лет потратил на попытки 

86 Ст а р о сель с к а я -Ни кит ин а О. А., П о л а к Л. С. Макс Планк 
и nерrвый СоЛьвеевский конгреос [32]. 
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r ВЫВОДа кваНТОВОЙ ГИПОТ~ЗЫ ИЗ КЛаССИЧеСКИХ Тt:ОрИЙ. И Не ТОЛЬКО 
'· Планк предпринимал та.кие попытк!i. Все они, естественно, конча­
дись неудачей. Люди, близко знавшие Пданка в эти годы его науч­
ной деятельности, отмечали его неудовлетворенность, сложившей-
с,н в физике ситуацией. Так, М. Лауэ говорит: -

«Никто так сильно не страдал от ,утраты этого единства (единства класси· 
ческой физики.- Я. Г.), как сам Планк». 

А. Ф. Иоффе вспоминает, что когда в 1905 г. появилас:е-работа 
Эйншт.ейна о фотонах и он, Иоффе, спросил мнение. о ней Планка, 
то последний высказался в отрицательном духе. Планк считал,· 
что в вопросах теории света следует оставаться в рамках класси­

ческой электродинамики Максвелла, 

«которая так много дала физике и, наверное, еще много полезного даст 
в будущем; надо поэтому быть ей благодарным и без крайней необходимости 
, не отступать от нее» . 

. Обращаясь к.Иоффе, он Добавил: 
«Лучше бы вы придумали, как. понять факты, приведенные Эйнштейном, 

в рамках .классической теории» s1• 

В конце концов Планк понял, что с его гипотезой квантов в 
физику вошло нечто принципиально новое, несводимое к :~шасси­
ческим представлениям, и он вынужден был примириться с этим. 
Много лет спустя он писал в своей научной автобиографnи: 

«Мои тщетные попытки как-то ввести квант действия в классичеtJкую ·тео­
рию продолжались в течение ряда лет и стоили мне не.малых трудов. Неко­
торые из моих коллег усматривали в этом своего рода трагедию. Но я дер­
жусь другого мнения об этом, пото.щ; что польза, которую я извлекал из это­
го углубленного анализа, была весьма значительной. Ведь теперь я точно 
знал, что квант действия играет в физике гораздо большую роль, чем я вна­
чале был tJклонен считать".» [20]. 

Велтткnй ученый на.шел в себе мужество признать, что выход 
из тяжелой сnтуации, сложившейся в теории теплового излуч~ния, 
может быть только один: r:юлный отказ от классических представ­
лений о характере энергетического обмена ме:Жду веществом и из:. 
Лучением. 

Уже первые десятилетия ХХ в. принесли квантовой теории не­
обычайный· успех. Стало ясно, что концепция Планка открывает 
совершенно новые . пути в развитии физики, что она приводит к 
новым взглядам на старые проблемы и наме~:~ает далеко идущие 
перспективы. 

«К.ванты, как масляное пятно, быстро пропитали собой все области фи~ 
вики. Введение квантов устраняло некоторые- трудности, относящиеся к удель­
ным теплоемкостям газа, Ьдновременно оно же позволило сначала Эйнштейну, 
затем Нернсту и' Линдеману и, наконец, в более совершенной форме" Дебаю, 
Борну и Карману создать удовлетворительную теорию теплоемкости твердf?tХ 
тел и объяснить, почему закон Дюлонга и Пти, основанный на классической 
статистике, содержит важные исключения и выполняется, как и закон Рэлея, 
только в ограниченной области. 

87 И о ф ф е А. Ф. Встречи с физиками. М" 1963. 
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Кванты проникди в такую область науки, в кот9рой их никто не оЖидал 
встретить,- в теорию газов» s8. 

hервые успехи квантовой гиnотезы. Развитие квантовой теории 
. теплоемкости твердого тела 

Итак, квантовая теория, возникшая в недрах классической тер­
rv~:одинамики и статистической фи:т:ки в полном соответствии с диа­
лектикой развития науки, начала проникать в созвание физиков, 
воспитанных на классических традициях. Вначале· этот процесс 
протекал довольно медленно - уж слишком ново и необычно с 
классиЧеской точки зрения было представление о квантах энергии. 
Хотя противоречия и законы в области теории черного излучения 
и были объяснены на этой основе, требовались дальнейшие при­
меры эвристической ценности квантовой гипотезы. Решающий шаг 
в -э.том направлении был сделан А. Эйнштейном в 1905-1907 гf. 
В 1905 г. появилась работа «Об одной эвристической точке зрения, 
касающейся возникновения и превращения света» [62, с. 92), кото­
рую можно· считать началом квантовой теории излучения. Эйн­
штейн ·сделал решительный шаг вперед после -первоначальной 
гипотезы Планка, перенеся квантовые представления на процессы 
излучещ1я .и ·процессы поглощения 89, т. е. на электрома~нитное 
поле в целом, допустив, что оно само состоит из отдельных кван­

тов-фотонов с энергией hv. Результатом этого явилось объяснение 
закономерностей фотоэффекта и знаменит11я «формула Эйнштей­
на», вошедшая во все учебники физики. Именно за эту работу 
А. Эйнштейн был удостоен Нобелевской премии в 1921 ,г. В этой 
работе А. Эйнпiтейн, в частности, писал:· · 
"' . , . 

«Теория света, оперирующая непрерь~вными пространственными фун'кция­
ми, приводит к противоречию с опытом, когда ее будут применять к явлениям 
возникновения и превращения света. 

Я и в самом деде думаю, . что опыты, касающиеся «излучения черного 
тела», фотолюминесценции, возникновения катодных лу.чей при -освещении 
ультрафиолетовыми лучами и других групп явлений, связанных с возникнове­
нием и превращением света, лучше объясняются предположением, что энергия 
света распределяеТ.ся. по прострапству дискретно. Согласно этому сделанному 
здесь предположе.нию, энергия пучка света, вышедшего из некоторой точки, не 
распределяется непрерывно во всевозрастающеАt объеме, а складывается из 
'конечного числа локализованных в пространстве .неделимых квантов энергии, 
поглощаемых или воiнцкающих только целиком» [62, ·с. 9~]. · .. 

В 1907 г. Эйнштейн сделал следующий шаг: он перенес идею 
Планка непосредственно· на осциллятор. Он допустил, что энергия 
малых колебаний осциллятора квантуется, что система, совершаю­
щая. малые колебания, может обладать энергией, лишь равной 
целому кратному hv. Этот шаг наметил правильный путь решения 
проблемы теплоемкостей твердого тела. 

88 Д е Б р о йл ь Л. Исследования по теории квантов [ 48, с. 643]. . 
81} Здесь следует особо подчеркнуть, что это было принцИ'Пиально новой 

идеей, поскольку квантовая гипотеза Планка относил1!,сь только к квантованию 
энерги11 вещес11ва, в то время ка1к процессы пюглощения и напускания энергии 

рассматривались Планком как непрерывные в соответствии с представлениями 
классической электродинамики. · 
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Вспомним, каки.е трудносtи возникали в классической теори~ 
теплоемкости, трудности, которые дали основани~ В. Томсону на.З­
вать их в своих лекциях по молекулярной динамике, читанных 
в Балтиморе в 1884 r:., «тучами, сгущающимися над динамической 
теорией теплоты XIX в.» (84, р. 32] . 

Согласно закону Дюлон-га и Пти, грамм-атомная теплоемкость 
тел должна равняться 6 кал/град и не зависеть от температуры. 
Однако прямыми экспериментами был показан приближенный 
характер эт~го закона. _Особенно значительные отклонения наблю­
дались при достаточно низких темпера,.турах. 

Развитая Максвеллом. и Больцманом теория теплоемкости, как 
мы видели, не объясняла расхождение, эксперимента с данными 
теории. Хорошее,совпаденuе получалось только в дово_льно узком 
цнтервале «комнатных» температур. _ 

В основе классической теории те11лоемкости лежал закон ра:\3-
номерного распределения энергии по степеням свободы,· причем 
само это число степеней свободы определялось на основе гpyQJ>IX · 
механических моделей. Всломним, ч·ю этот же закон лежал и 
в основе классических представлений в области черного. излуче­
ния, где приводил к «ультрафиолетовой катастрофе». Замена за­
кон.а равномерного распределения энергии по степеням свободы 
законом Планка позволила преодолеть, казалось бы, безвыход• 
нь1й тупик. Не приведет Ли в теории теплоемкости подобная за­
мена к преодолению имеющихся здесь трудностей? Следует отме­
тить, что еще )3. Томсон в упоминавшихся выше балтиморских 
лекцИях поставил под сомнение закон равномерного распределе­
ния энергии в качестве основы молекулярно-кинетической теории 
теплоемкости и вообще правомочность 'прйменения законов клас­
сической механики к молекулярным явлениям. Следует лишь удив­
ляться необычайной научной интуиции ве.riикогь английского фи­
зика. 

В 1907' г. Эйнштейн опубликовал рабоТу «Теория излучениЯ 
'Планка и теория удельной тепл9,емкости» [62, с. 134], первую ра­
боту, в кщорой квантовые предста~ления были перенесены из об­
ласти излучения на обо11аtть молекулярных яВJiений. Здесь он пока­
зал, что средняя энергия, осциллятора, согласно квантовой теории, -
отличается от того значения, которое дает классическая теория. 

Если согласно ,последней Ё=hv, то в-квантовой теории 
hv 

~=-----
eh'llj(kT) _ 1. 

Если рассмотреть твердое тело как. совокупность N одномерных 
гармонических осцилляторов, колеблющихся независимо с одина­
ковой частотой v, то можно получить формулу теплоемкости, в 
которой отраЖена ее температурная зависимость: 

• ehv/(kT) ( IJ.v )
2 

• kT · 
С= 5,94 ( eh'11/(kT) - 1)2 • 
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Из этой формулы при ~ысоких температурах в качестве пре­
дельного случая вытекал. закон Дюлонга и Пти. Это означало, 
что и сам закон равномерного распределения энергии есть пре­

дельный случай закона Планка. Вместе с тем, давая з-ависимость 
теплоемкости от температуры, теория Эйнштейна не приводила 
к правильному выражению этой зависимости при достаточно 
низких температурах: экссперимент указывал на кубическую зави­
симость, в то время как, согласно Эйнштейну, доминирующим 
оказывался экспоненциальный множитель. Однако успех теории 
был достаточно обнадежив~ющим, чтобы понять главное: указан­
ный Эйнштейном путь является верным и дело теперь з·аключа­
ется в дальнейшем развитии и уточнении намеченной схемы. 

Что касается расхождений теории и данных эксперимента в 
количественном отношении, то позже (в 1911 г.) Эйнштейн сам 
указал их причину. Она заключалась в том, что пре)J.ложенная 
им модель твердого тела как совокупность осцилляторов, колеб­
лющихся с одинаковой частотой, не соответствовала р'еалыюму 
положению вещей: допущение о независимости колебаний отдель, 
ных осцилляторов могло рассматриваться лишь как первое гру­
бое приближение. На самом же деле колебания атомов решетки 
необходямо рассматривать во взаимосвязи и, следо:вательно, при­
писывать им одну и ту же частоту нельзя. 

В том же 1911 г. В. Нернст и Ф. Линдеман 90 в развитие идей 
Эйнштейна предложили двухчленную фqрмулу теплоемкости, 
предположив, что осцилляторы колеблются с двум·я р.азличными 
частотами v и v/2."Эта формула имела вид- · 

3 
[(*У ehv/(kT) (1ir)2 ehv/(2kT)] 

С= 2 R '( ehv/(kT) _ l)2 + ( ehv/(2kТ) - l)2 · 

Эйнштейн назвал работу Нернста и Линдемана «поразительно 
хорошим предварительным решением задачи». 

Первое подробное изложение квантовой теории теплоемкости 
твердого тела было сделано ЭiJнштейном в 1911 г. на первом Соль­
веевском конгрессе. Доклад Эйнштейна. «I< современному состоя­
нйю нроб;лемы удельной теплоемкости» [62, с. 277] вызвал ожив­
левную дискуссию, в .котороi): приняли участие как сам докладчик, 
так и Г. Лоренц, А. Пуанка'ре, Вин,· Ланжевен, Линдеман и дру­
гие физики. В докладе Эйнштейн дал общую оценку теории тепло­
емкости твердого тела, подчеркнув при этом: 

t:Один из .самых первых и блестящих успехов молекулярно-кинетическая 
теория теплоты одержала в области удельной теплоемкости, когда была точно 
вычислена удельная теплоемкость одноатомного газа ха основе его ··уравнения 
состояний». Но, указывает он далее, 1:14олекулярная механика не может iJать 
правильных значений gдельхой теплоемкости твердых тел, по 'крайней мере 
при низких температурах». ·. · 

90 См.: N е r n s t N., L i n d е m а n F. Sitzangsber. prenss. Akad. Wiss., 1911, 
s. 22. 
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Единственно правиль'\~ый путь решения этой проблемы - ис· 
nользование tвантовых представлений Планка. Однако получен· 
ная Энштейном формула, теплоемкости твердого тела дает лишь 
качественное, приближенное совпадение с опытом. И здесь он вы-

~ сказывает важную мысль: ·~ 

«Причину следует искать в том:, что тепловые колебания сильно ОJ'Ли­
чаются от монохроматических, так что этим колебаниям соответствует, соб­
ственно, не одна определенная частота, а некоторыЦ интервал частот» [62, 
с. 283-284]. 

"- Для получения правильноrо результата необходимо просумми-
ровать формулу Эйнштейна по часТQтам. Тогда выражение для 
удельной теплоемкости приобретает вид 

1 

· ~ (*-у ehvпf(kТ) 
С= 5,94 ~ ( ehvпf(kT) -1)2 . 

(n) 

Дальнейши~ исследования были связаны с необходимостью 
вычисления всего набора частот, что представляло собой трудную 
и сложную задачу. Этим вопросом занима,7Jся как сам Эйнштейн, 
так и Аругие физики: Маделунг, Сэзерланд, Линдеман. Однако 
существенного успеха они не добились. 

Существенное продвижение вперед связано. в первую очередь 
с работами П. Дебая, который предложил приближенный метод 
·расчета собствеl!ных частот колебаний в твердых телах. Дебай 
предположил: поскольку при высоких температурах энергия тела 

зависит только от числа степеней свободы, можно предположить, 
что при низких температурах основную роль будут играть низкие 
частоты. Из этого следует, что длина упругих волн, соответствую­
щих этим частотам, будет значительно больше межатомных рас­
стояний и, следовательно, можно пренебречь атомной структурой 
кристалла, т. е. рассматривать его как сплошную среду - кон­

тинуум. Это обстоятельство значительно упрощало задачу нахож­
дения спектра частот, которая в данном случае решала~ъ мето­

дам.и теории упругости. 

В таком плане и развил Дебай свою теорию теплоемкости 
в большом исследовании «Теория удельной теплоемкости» 91 , опуб-

Дебай Петер Иозеф Вильгельм 
(1884-1959) 

Голландский физик-теоретик. Образование получил в Аахене и Мюнхен­
ском университете. Профессор ряда университетов Швейцарии и Герма­
нии. С 1904 г. профессор Корнеллъского университета (США). Лауреат 
Нобелевской премии по физике 1936 г. 
В истории термодинамики и статистической физики большую роль сыгра­
ли его работы по ншанrовой теории теплоемкости твердых тел и теории 
теплопроводности диэлектрических кристаллов. 
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ликованной в 1912 г. Здесь он получил .общее вьtражение для 
внутренней энергии тела 

6/Т 

U =9NkT ( ~ )
3 5 х~ 

1 
9NkTF (f )• 

о 

где ~=hv/(kT), а 0 =hvm/k, откуда следует ~для молярн?Й тепло-
. емкости 

где f (0 /Т) - функция Дебая, которую он ,:вычислил в широком 
интервале изменения 0/Т. При достаточно низких температурах, 
как показал Дебай, действует «закон .третьей степени»: Ст= 
=77,9383R (7')0)3 • ... 

Дебай сравнил развитую им теорию 
с известными экспериментальньщи дан­

ными о теплоемкостях различных тел и 

показал удовлетворительное их со~па-

дение (рис. 34). Позже· такая проверка 
была произведена и другими учеными 
(Эйкеном, Нернстом, Шверсом); Было 
показано, что теория Дебая значи-

'----~---~· 
Ло Эйнштейну 

- !~) cv. 
1 б-----------_:_ ___ . 

475 ч +Алю1111н11ii 
о !1ооь 
х Ce;mJpo 

Рис. 34. Сравнение теории с экс­
периментом по Дебаю 

,. 
" 

Ло Нернсту-Л11HiJ8111IHY 

Рис. 35. Сравнение колебательных 
эн.ергетических спектров 

· тельно лучше соответствует опытным данным, чем теория Эйнштей­
на и формула Нернста - Линдемана. Для наглядности на рис. 35 
приведено сравнение колебательных энергетических спектров по 
Эйнштейну, Нер'нсту - Линдеману и Дебаю. 

В последующие годы Дебай продолжал развивать различные 
стороны своей теории, рассмотрев при этом и другие тепловые 
свойства твердых тел (например, тепловое расширение). Эта тео­
рия была высоко оценена физиками. Так например, Л. Мандель­
штам назвал ее «первой серьезной теорией теплоемкости кристал.­
ла» [33). Э. Шредингер посвятил квантовой теории теплоемкости 

91 См.: D е Ь у е Р. Coblected papers. N.Y.:- Lond~n, 1954. 
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t" ~Дебая большой обзор «Энергия твердых тел в свете цовых иссле­
~·"дований», в котором дал ее всесторонний анализ. В целом следует 
~.отметить, что работы Дебая стимулировали физиков глубже за-
~· няться теорией твердого тела. . '" 
r ~- Маделунг первый высказал мысль Q связи между оптически­
; ми и упругими колебаниями и дал приближенную теорию этого 
~ вQпроса. В небольшой заметке «К вопросу о рассеянии света в не­
.. равномерно нагретой среде» [33, с. 138) Л. Мандельштам указал, 
f. что наличие тепловых упруrих волн в кристалл·ах должн.о ска­
. заться на характере процесса рассеянuя на !шх света. Этот эффект 
'-был в 1934 г. экспериментально подтвержден Е. Гросс9м. Этим 
самым открывалась возможность определения акустического 

спектра оптическими методами. 

Дебаевская модель твердого тела рассматривала только коле­
бания частиц решетки и оставляла в стороне тот вклад в тепло­
емкость, который вносился электронами. Поэтому затруднение 
классической теории с обЪяснением теплоемкости .1"1еталлов в тео­
рии Дебая оставалось неВ\;iЧiсненным. 

Кроме того, сама модель твердого тела была весьма грубой 
и нуждалась в дальнейшем развитии и уточнении. Учет дискрет­
ности', анизотропии и ангармоничности колебаний кристалличе­
ской решетки был сделан в работах М. Борна и Т. Кармана и их 
последователей. Противоречие теории и эксперимента в. теории 
теплоемкости металлов было разрешено позже, в конце 20-х го­
дов, по~ле открытия квантовых статистик. 

Поскольку проблема теплоемкости твердого тела на первых 
порах имела много общего с проблемой излучения абсолютно чер­
ного тела, то резонно возникает вопрос: почему теории Дебая и 
Борна-Кармана появились гораздо позже, чем они могли бы по­
явиться? Паули, который поставил этот вопрос, отвечает на ·него 
так: 

t:Сегодня кажется скорее странным, что эти последние теории не были 
найдены гораздо_ раньше,. тем более что метод собственных колебаний был 
применен к излучению черного тела с тоц)кц зрения классической теории гораз-

- до раньше, еще Рэлеем и Джинсом. Однако следует обратить · внимание на 
то, что к этому времени еще не было найдено никакого общего правила для 
определения дискретных значений· энергии состояний и, кроме того, физики. не 
решались применять квантовые законы к состояниям, занимающим в прост­

ранстве татсой объем, как это имеет место в случае собственных колебаниlt' 
тела» g2. 

ГЛ А~ А XVlll. ВОЗНИК.НОВЕНИЕ :И РАЗВИТИЕ 
' КВАНТОВОЙ СТАТИСТИКИ 

§ 51. Предыстория открытия 
Общие замечания 

Открытие кв.антовой природы излучения сыграло большую 
роль в развитии статистической физики. Можно определенно 

92 Паули В. Вклад. Эйнштейна в квантовую теор:ию.-УФН, 1965, т". 86, 
вып. 3. 
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утверждать, что период 1900-1924 гг. был переломным в разви­
т~ш современной физики 93• Это было время рождения квантовой ме­
ханикм, время, насыщенное открытиями первостепенной важности, 
вызыва\шими подчас дра1.14.атические ситуации, не менее острые, 
чем во времена рождеюiя статистики Больцмана. Великому авст­
рийск9му теоретику, как мы видели, пришлось преодолеть немало 
трудностей, вызванных непониманием и неверием многих его со­
временников. В наши дни даже трудно представить, что пришлось 
претерпеть Больцману, боровшемуся за признание своих идей. 
В период создания квантоnой статцtтики также были свои трудно­
сти, как порожденные скептицизмом некоторых ведущих исследо­

вателей того времени, так и запутанностью и неясностью некото­
рых проблем, возникших на стыке классической .и новой, кванто­
вой физики. Однако все эти трудности были преодолены совмест­
ными усилиями первоклассных физиков. 

Статистика Больцмана явилась великим достижением теорети­
ческой физики XIX в. Однако по мере расширения области ее при­
менения выявлялись известные недостатки и слабости, становились 
все заметнее ее ограниченные возможности в решенил возникав­

ших задач. Эти недостатки и трудности были связаны с тем, что 
в основе статистической концепции Больцмана лежали механиче­
ские представления о структуре атомов и молекул и характере 

их взаимодействий. · 
К:ак было показано выше, одна из главных трудностей возник­

ла в связи с законом Максвелла - Больцмана о равномерном рас­
пределении энергии· по степеням свободы, с которым были связа­
ны ограничения как в теории теплоемкости твердого тела, где ста­

тистика Больцмана приводила к закону Дюлонга. и Пти, так и в 
теории излучения абсолютно черного тела, где она приводила к за­
кону Рэлея - Джинса. Лишь ценой отказа от классических пред­
ставлений здесi:> удалось спасти положение .. 

В первые годы после появления квантовой гипотезы, по сути 
дела, пользовались полуклассической, полук~антовой ·статистикой, 
в основе которой лежала некоторая модификация закона распре­
деления Больцмана. Но такой подход не приводил· к решающему 
успеху, й было ясно, что он носит лишь временный характер. 
Истинный путь лежал не в попытках какого-то «усовершенствова­
ния» больцмановской статистики, а в принциmrально новом под­
ходе ко всей проблеме. Этот новый подход ~аключался в поисках 
таких статистических принципов, которые соответстврвали новым, 

кв-антовым представлениям. Это прежде всего относилось к двум 
частицам - фотонам и электронам, известным в то время. Таким 
,образом, речь шла о принципиально новой, квантовой статистике. 

Истоки квантовой статистики следует искать уже в первых ра­
ботах Эйнштейна, посвященных Проблеме излучения 94 •• 

93 Некоторые nодробнос11и см. в статье: Тер - Ха ар Д. К истории ста­
тистики фотОIНов.- УФН, 1969, т. 99, вып. 1. 

94 Неюоторые подробности см. в статье: Ель я ш ев и ч М. А. Вклад Эйн­
штейна в развитие ювантовых представлений.- УФН, ~1979, т. 128, ·вь!П~ 3. · 
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\ 
Ранние работы Эйнштейна 

В ра·ссматриваемый период не прекращались поиски вывода~ 
закона излучения Планка из чисто классических· представлений. 
И хотя А. Пуанкаре уже в 1912 г. показал несовместимость кван-

. товых и классических представлений, т~м не менее попытки в этом 
направлении не прекращались. В конце концов Эйнштейн пока­
зал, что с помощью последовательно проводимых классических 

статистических представлений закон излучения Планка получить. 
нельзя. После этого стало ясно, что в классической статистике 
чего-то не хватает для получения непротиворечивых представленИй 
и в квантовой теории. 

Статья А. Эйнштейна «Об одной эвристической точке зрениЯr 
касающейся возникновения и превращения света» явилась первым 
важным звеном· на пути создания квантовой статистики. Эта· р·а­
бота стимулировала появление исследований, в которых делались. 

. попытки применить классическую статистику к фотонам. Неудачи 
этих попыток привели _к более глубокому анализу. И здесь прежде­
всего следует отметить исследования Ц. Эренфеста. В одной из 
своих работ «Какие элементы гипотезы световых квантов играют 
существенную роль 13 теории теплового излученйя?» 95 ( 1911) он 
анализирует состояние вопроса и обращает внимание· на имею­
щееся противоречие: закон Вина, носящий, по существу, кванто­
вый характер, выводится из классических предст-авлений. Необхо-

. димо ,тщательное исследование возникшей здесь ситуации. Далее­
Эренфест обращает внимание на то, что гипотеза световых кван­
тов содержит некоторые очень важные моменты: предположение­

о том, что осциллятор обладает только целыми порциями энергии,. 
кратными hv, и предположение о независимом поведении фото­
нов. Световые кванты ведут себя как частицы в процессах: 
излучения и существуют в виде. самостоятельных образований. 

Позже в работе, написанной совместно с Каммерлинг-Онне· 
сом 96, Эренфест ставит вопрос о том, нельзя ли прийти к гипотезе­
квантов иным путем, чем это сделал .Планк. Согласно Больцману,. 
говорит Эренфест, все области фазового пространства имеют оди­
наковый статистический вес. Если же отказаться от этоrо допуще­
ния и постулировать предположение о зависимости статистическо­

го веса от энергии осциллятора и его частоты, то ю;льзя ли такии 

путем прийти к квантовой гипотезе Планка? Детальный аналиЗ' 
проблемы привел Эренфеста к заключению, что с точностью до 
несущественного множителя статистический вес является функци­
ей отношения энергии осциллятора к его час1оте. Эренфест при­
ходит к выводу, что формальный прием Планка не может бытI> 
истолкован с помощью световых квантов Эйнштейна. 

В 1909 г. Эйнштейн выступил с докладом на 81-м собрании Об-

95 См.: Эре н ф ест П. Относительность. Кванты. Статистика. М., 118. 
96 См.: Simp!Шed deduction of the formula from the theory 0f comblnation~ 

wich Plank uses as the bмis radiations theory. Ann. d. Physik, 1915, Bd. 46~ 
S. 1021. См. также [71]. 
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щества немецких естествоиспытателей в Зальцбурге на тему 
«0 развитии наших взглядов на сущность и структуру излуttения». 

~Сделав обзор развития представлений о природе света, он под­
черкнул: 

«Нечего и думать о том, -чтобы отвергать теорию Планка по той причине, 
что она не соответствует основам кла,ссичес!}ой теорию~. 

Эйнштейн говорил, что необходимо найти какие-то новые осно­
вы для вывода формулы излучения Планка. В этой работе впер­
вые наметилась связь м~жду статистикой и гипотезой о световых 
квантах. Рассматривая кратко ход мыслей Планка, который при­
вел его к квантовой формуле излучения, Эйнштейн говорил далее: 

-.~Может показаться, что согласно этому выводу формулу излучения Планка 
можно рассматрцвать как следствие сегодняшней электромангиmой теории. 
Но это не .так, в частности, по следующей причине. Число распределений, 
о котором только что говорилось, можно было бы рассматривать ~ак описа­
_ние многообразия возможных распределений полной энергии между N резо­
наторами только в том случае, если всякое мыслцмое рас·пределение встреча­
лось средu тех, которые были -использованы при вычислении_ W, по крайней 
мере с известным приближением. Для этого необходимо, чтобы для всех v-; 
которым соответствует заметная плотность энергии р, квант .энергии был бы 

малым по сравнению со средней энергией резонатора Ё. Однак,_о простьiм 
вычислением мы находим, что отношение е!Е для длины волны 0,5 ·мк и абсо­
лютной температуры Т = 1700° не только не мало,. но даже очень велико по­
сравнению с единицей. Оно имеет значение примерно 6,5· 107• Таким образом, 
в данном числовом примере подсчет комплексий' следует вести так, как если 
fiы энергия резонаторi!I. могла либо иметь значение нуль, либо превышать его 
среднюю энергию в 6,5· 107 раз или еще во много раз больше. Ясно, что, дейст­
вуя этим способом, мы используем для вычисления энтропии только исчезаю­
ще малую часть распределений энергии, возможных с точки зрения осно~ 
rеории. Сле_довательно, в соответствии с основами теории число таких комплек­
_сий не выражает вероятность состояния в смысле Больцмана. Принять теорию 
Планка - это, по моему мнению, значит отвергнуть сами основы теории излу-
чения» [62, с. 190]. · 

С 1913 г. Н. Бор начал создавать квантовую теорию электрон­
ных оболочек атома и теорию спектров. Анализируя трудности 
пробл€МЫ равновесного излучения, он пришел к выводу, что клас­
сическая электродинамика неприменима для расчет_,а процессов 

_ испускания и поглощения света атомами. Исследования Бора и их 
успех стимулировали- появление дальнейших работ Эйнштейна, 
посвященных проблеме излучения. В 1916 г. появилась, ставша'я 
кЛассической, впрочем как и большин<;тво работ великого физика, 
работа Эйнштейна «Испускание и поглощение излучения по кван­
товой теории» [62, с. 386], в которой был рассмотрен вопрос о тер­
модинамическом равновесии между атомом Бора и излучением. 
Исходя из вероятоостных ,соображений, Эйнштейн в этой работе 
дает последовательно квантовый вывод закона излучения Планка. 
Говоря о «беспримерной смелости» гипотезы Планка, Эйнштейн 
вместе с тем отмечает: 

«Никого не удовлетворяло, что рассмотрение на основе электродинами~u 
ц механики ... противоречит основной идее квантовой теорi:tи: неудивительно, что 
и сам План.к и все ·теоретики, занимающиеся _изучением материи, беспрестанно 
,старались придать теории такой вид, чтобы она покоилась. на непротивореч:и­
sых предпосылках. 
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f' f С тех пор как предложенная Бором теория спектров добилась своих за-
1: мечательных успехов, вряд -ли можно сомневаться в том, что основная идея -
*- .1r-вантовой теории должна быть сохранена. Таким об разом, единство теории, 

f nо-видuJюму, должно быть установлено так, чтобы рассмотрение с помощыа 
влектродинамики и, механики ... заменить квантовотеоретическими соображенitями 
о взаимодействии между веществом и излучением» [52, с. 386]. 

~- Именно таким путем приходит Эйнштейн к формуле Планка, 
i Вот ход его рассуждений. Рассмотрим rаз из одинаковых- молекул, 
~--находящийся в статистическом равновесии с тепловым излучением. 
:-Пусть каждая молекула может находиться только в дискретных со-
стояниях Z1 , Z2 и т. д. со значеникми энергии 81, 8 2 и т. Д; · · 
Тогда в соответствии с принципом Боnьцмана вероятность W п сос. 
стояния Zn и соответственно относительное чИсло молекул, нахо­
дящихся в состоянии Zn, составляет 

(XVIII. l) 

Здесь Рп -·статистический «ВеС» состояния Zn, т. е. характерная 
для данного квантового состояния постоянная, не зависящая от тем­

. пературы ·газа Т. 
Предположим теперь, что молекула может переходить из со­

стояния Zn в состояние Zm, поглощая излучение определенной ча­
стоты 'V='Vmn• а ИЗ состоц.ния Zm - в состояние Zn, испуская излу­
чение такой же частоты. Изменение энергии вследствие излуч.ения 
при этом со~тавит вт...:.... вп. В общем случае это будет возможно для 
каждой комбинации двух индексов т и п. В тепловом равновесии 
относительно каждого из этих элементарных процессов должно 

существовать статистическое равновесие. Следовательно, мы можем 
ограничиться рассмотрением одного-единственного элементарноr6, 

процесса, соответсtвующего одной определенной паре индексов п, т. 
В тепловом равновесии при поглощении излучения из состояния 

Zn в с9стояние Zm будет переходить в единицу времени столько же 
- молекул, сколько из состояния Zm в состояние Zn пр~ испускан.ии 
излучения. 

При этом Эйнштейн различает- два типа переходов: спонтанное 
излучение, которое происходит без внешних воздействий, II инду­
цированн~ излучение, обусловленное действием излучения. При этом 
осуществляется переход из состояния Zm в состонн~ Zn с испуска­
нием излучения с энергией вт - вп. Этот переход: аналогичен радио­
актщшому расhаду. Число переходов в единицу времени в этом . 
случае полагается равным А':п.Nт; где А':п- некоторая постоянная, 

принадлежащая комбинации состояний Zm и Zп, а N т - число мо-
лекул в состоянии Zm. · 
ii Индуцированное - излучение возникает Под действием . излучения, 
в котором на~одится - молекула; оно пропорционально плотности 

.излучения соответствующей частоты. В случае резонатора оно может 
вызывать с равным успехом как уменьшение, так и приращение 

-энергии; поэтому в данном случае оно может вызывать .как переход 
_ Zm-+Zn, так и переход' Zn-+Zm. Число переходов в единицу времени 
дается выражением Br;:N пР• а число переходов Zm-+Zn - выражением 
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BJ:iN тР• где постоянные вr;: и BJ:i относятся к комбинации состояний 
Zn и Zт• 

Условием статистического ·равновесия относительно переходов 
zn-zm й zm-zn будет уравнение 

A~Nm+B::NтP =В~NпР· (XVIIl.2) 
С другой стороны, в соответствии с (XVIII.1) будем иметь 

Nn Рп ( 8т-еп)/(kТ) 
-=-е ' 
Nm _Рт 

что в комбинации с форму лай (ХVП 1 .2) дает 
1 

, где р - плотность излучения той частоты v; которое испускается 
или поглощается при пере~одах zп-zm Или zm-zп. Если предпо­
ложить, что при увеличении Т платность изJ.Iучения неограниченно 

возрастает, то получается: что В';:Р п =В~Р т и, следовательно, 

А~Р т = рВтР т ( е< em - &п)/<kТ) - 1 ), . 

откуда следует формула Планка 

р 
е( ет - еп)/(kТ) - 1 

где «тп = л::~; В~. Что касается величин А~ и в::~, говорит Эйн­
штейн, их 

1 
«Можно было бы вычислить непосредственно, если бы в нашем распрряже-

нии имелись электродинамика и механика, видоизмененные в · см1>1сле гипотезы 
·квантов». 

Рассмотренные работы Эйнштейна являются фундаментальны­
М\t исследованиями, сыгравшими большую роль в последующем 
развитии квантовой механики. В них были введены такие важные 
понятия, как вероятности переход а для спонтанного и вы­

нужденного йспусканий и поглощений света: Оч@нь важным явился 
вывод Эйнштейна о равенстве вероятности поглощениJ!·и индуци­
рованного испускания. Это было, по существу, первым указанием 
на то, что взаимодействие в атомных системах всеtда связьiвает 
два состояния сцмметричным образом. Важными эти ра·боты ока­
зались и в методологическом аспекте, поскольку они знаменовали 

решаIQщий шаг в переходе от причинных, казуальных, законов фи­
зики к вероятностным законам, а следовательно, и к индетермини­

стическому мышлению. Борн подчеркивает именно эту сторону 
работ Эйнштейна, когда говорит, что 

«он, по существу, содействова.;t распространению индетерминистического 
мышления, его распространению из первоначаль.ного источника, радиоактивно­
сти, на другие облас'l'f,/, физики». 

Работа Эйнштейна в 1917 r. стимулировала появление еще од­
НQЙ группы важных работ, имевших отношение к статистйке. 
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В указанной работе Эйнштейн предполагал, что фотон обладает 
не только энергией, но и импульсом в направлении распростра-. 
пения. Он показал, что передача импульса обеспечивает максвел­
ловское распределение/скоростей в газе, атомы которого находят­
ся в равновесии с излучением, чьи свойства описываются законом 
Планка. 

В 1923 г. А., Комптон открыл эффект, названный его именем . 
. Он показал, что квант света, рассеянный на свободном электроне, 
меняет свою длину волны. В том же Году Комптон и независимо 
от него Дебай дали теоретическое истолковацие эффекта на ос" 
нове допущения существования у кванта света импульса. Все эти 
исследования побудили· В. Паули специально рассмотреть вопрос 
о тепловом равновесии между электронным газом и излучением аб-. 
солютно черного тела с· энергией, распределенной в соответствии, 
с законом Планка. Такая работа под названием «0 термическом· 
равновесии между излучением и свободными электронами» была 
им опубликована в конце 1923 г. Несколько ранее Лоренцем и 
Фоккером было показано, что если исходить из предположения об 
обмене импульсами между электронами и полем излучения, осу- ' 
ществляемом радиационным давлением, то в этом случае не может 

поддерживаться ни спектральное распределение энергии излуче­

ния, ни максвелловское распределение электроцов по скоростям. 

В своей работе Паули показал, что эта трудность не возникает, 
если в основу рассмотрения при соответствующих допущениях 
о вероятности процесса положить элементарный механизм процес­
са рассеяния, предложенный Комптоном и Дебаем. Результат, 
полученный f!0_yлu, побудил Эйнштейна выступить со статьей, 
посвященной обоснованию статистического закона, положенного 
Паули в основу своего и.сследования. Эта статья, написанная сов­
местно с П. Эренфестом, под названием «К квантовой теории 
радиационного равновесия» была опубликована также в 1923 г. 

. Итак, мы вИдим, что Эйнштейн настойчиво искал то недостаю-
щее звено в статистических гипотезах, с помощью которого можно 

было бы найти общий статистический метод решения задач, воз­
никавших в квантовой теории излучения, метод, подобный тому, 
который давала статистика Больцмана в классической кинетиче-
ской теории газов. · 

Прервем теперь на некоторое врем11 рассмотрение идей Эйн­
штейна и, несколько нарушая хронологию событий, посмотрим, 
Что нового внесла квантовая теория в молекулярно-кинетическую 
теорию идеального газа. 

Развитие квантовой теории теплоемкости идеального га.за 
....... 

Наиболее интересным представляется вопрос о теплоемкостях, 
поскольку классическая теория теплоемкостей Максвелла - Больц­
мана приводила к значительным трудностям. Как уже указьпза­
лось,. эти трудности вызывались законом . равномерного распреде­
ления энергии по степеням свободы. В данном случае при расчете 
теплоемкостей газа не учитывались вращательные степени свобо-
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ды одноатомного газа. У двухатомных' газов учитывались только. 
две sращательные степени свободы. Кроме того, ни в одном случае 
не учит:1;>шались колебательные степени свободы. Подобный подход 
позволял рассматрива-ть молекулу как абсолютно жесткое обра­
~вание и в качестве ее механической модели использовать «ган­
тельную модель». Между тем было хорошо известно, что при до­
~таточно высоких темпераrурах наблюдалось у двухатомных tазов, 
например, возрастание с сверх величины 5 кал/град, даваемой 
классической теорией. Наоборот, При достаточно низких темпера­
турах наблюдалось падение теплоемкости до 3 кал/град. Подоб­
ное уменьшение было, в частности, обнаружено Эйк_еном в опытах 
с водородом. ' 

Кроме того, по классической: теории, в соответствии с законом 
. равномерного распреде_ления энергии по степеням свободы тешю­
емкость возрастала скачкообразно, в то время как в действитель­

-ности ее Изменение с температурой происходило постепенно .. 
В. Нернст первый Qбнаружил в квантовой теории возможности 

устранения этих противоречий. В 1911 г. в «Электрохимическом 
журнале» появилась его классическая работа «Теория теплоемко­
стей и применение учения о квантах», в которой вы.Дающийся уче­
ный распространил понятие квантовщшя на вращательное дви:Ж:е­
ние частиц. Свои идеи .он изложил также в следующем году на 
съезде немецких естествоиспытателей и врачей, проходившем 
в Мюнстере в период с 15 по 21 сентября 1912 г. 

Нернст указывает, что -при достаточно _высоких температурах, 
когда связь между атомами в молекулах ослабевает, начинают 
сказываться внутренние степени свободы, подсчет энергии кото­
·рых необходимо производить н~ основе квантовых предс_тавлений . 
. Что касаетс_я энергии внутренних колебаний молекулы, то форму­
ла Планка полно·стью решает этот вопрос~-остается не решенным 
вопрос о,б энергии вращательного движения. ·по первоначальной 
идее Нернста, кинетическую энергию 1/ 2/ffi2 вращающейся моле­
кулы, момент инерции которой /, а· угловая скорость (J}, можно 

! 
представить как 

1/2/ ro2 = 1/2/ (2л:v)3, 

рассматривая ПрИ ЭТОМ веЛИЧННУ V=ro/(2л:) как .«Вращательную Ча­
стоту колебаний». Согласно Нернсту, .. энергия такого «ротатора» 
Должна квантоваться аналогично планковскому осциллятору, т. е. 

1/2/ro~= 1/2nhv;,, (п=О, 1, 2, •.. ). 

Правильная идея, однако, в этом пую<:те столкнулась со сл.едую­
щим заtруднением. В правой части равенства вместо nhvn полу­
чалась величина 1/ 2nhvn, что, по мысли· Нернста, соответствовало 
сущест~енному отличию ротатора от осциллятора. Первый мог об­
ладать только кинетическоii эне_ргией,-тогµ.а как второй - и кине­
тической и потенциальной в среднем в равных количествах. Таким 
образом, предполагалось существование · «половинных» квантов 
энергии, что противоречило основной идее гипотезы Планка. 
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В дальнейшем было показано, что следует квантовать враща.,. 
тельный импульс, т. е. положить f(i)п=nh/(2л), и тогда все сrано­
вится на свое место." Во всяком случае основная идея Нернста 
о том, что возможны не все скорости вращения молекулы, ц, тольк<>' 

их определенные, дискретные значения, явилась весьма существен­

ным вкладом в развитие квантовой .теории в первый период ее 
развития. • 

Выше уже говорилось о том, что применение тепловой теоре­
мы Нернста к ~деальным газам встретило определенные трудно­
сти, а именно: если считц_ть вместе с Нернстом тепловую теорему 
универсальным законом природы, то энтропийная константа в ин­
тегральных соотношенИях для идеального газа должна быть р.авна 

~ нулю, так же как и для конденсированных сисrем. Однако послед­
I!ее·-предположение приводило к заключению об ограниченностк 
газовых законов. Следовательно, если считать газовые законы спра­
ведливыми вплоть до абсолiотного нуля, то энтропийная _констан­
та не дрлжна равняться нулю. Возникла дилемма: либо признать. 
универсальность теоремы Нернста и ограниченность газовых за­
конов,· .Либо последние считать неограниченными, но тогда теоре­
ма Нернста лишалась своей универсальности. Сам Нернст, есте- ~ 
ственно, был склонен признавать первую точку зрения. В этом 
случае возникал вопрос о причине такого странного исключениff 

газов из общего правила. · · 
В 1911-1912 гг. Г. Тетроде 97 и О. Сакур 98 впер~ые применилИ' 

для вычисления энтропийной константы идеального газа кванта­
. вую гипотезу. Позже Планк несколько иным методом пришел к 
тому же выражению. Соответств'ующие статистические расчеты~ 
основанные на статистике Больцмана, которые прИводили к анало­

- гичным результатам, были связаны с необходимостью вводить до­
вольно искусственные математические пр~дположения (в частно­
сти, при выборе нор.мального состояния). 

· Таким образом, вся проблема «вырождения идеального газа>> 
оказалась на первый взгляд неясной и запутанной. Ситуация усу­
гублялась еще тем, что с экспер'иментальной точки зрения не было­
никаких оснований сомневаться в неограниченной справедливостн 
газовых законов. у,казанный круг вопросов вызвал в 1921-1923гг. 
довольно оживленную дискуссию, в которой- участвовали многие 
физики, работавшие в области термодинамики и .IЩнетиЧеской тео-

. рИи: П. Эренфест, М. Планк, О. Штерн, В. Шоттки й др. Важным­
результатом дискуссии было уяснение того факта, что для темпе­
раrуры тела, даже если оно обладает достаточным числом степе­
ней свободы, 

~всегда существуеr опреаеленный порядок величины, который может быть за­
дан непосредственно, ниже которого температура не может падать, без тог0< 
чтобы законы термодинамики потеряли свою силу. Этим законом принципиальн0> 
отнимается сила доказательства у всех тех термодинамических ,рассуждений~ 
которые предполагают неограниченное охлаЖдение некоторого тела, а следова-

vr См.: Berichte d. Akad. d. Wiss., Amsterdam, 1912, Bd. 17. 
98 См.: Ann. d. Physik., 1911, Bd. 36. 

4991 



-rелыю, отнимается сила доказательства и у всех мысленных экспериментов, 
которые базируются на использовании абсолiотного нуля температуры. Широко 
распространено заблуждение, с виду опирающееся на тепловую теорему Нерн­
~та, будто термодинамические соотношения упрощаются в непосредственной 
близости к абсолютному нулю температуры. Как раз прямо противоположное 
имеет место. При подобных крайне нищtих температурах обычно термоi)инами­
ческие методы становятся совершенно непригодными и должны быть заменены 
.общим статистическим способом рассмотрения» [ 46]. 

Дальнейшее развитие квантовой теории идеального газа и ре­
- тение проблемы вырождения связаны с исследованиями А. Эйн­

шт~йна, профессора университета в Дакке С. Н. Бозе и Э. Ферми. 
[Jрежде чем перейти к рассмотрению этих работ, следует оста­

новиться на очень важной статье французского физика Jlyи де 
Бройля «К.ванты, кинетическая теория газов и принцип Ферма» 
( 1923), в которой он пытался развить квантовую теорию г;~за на 
Qснове гипотезы о волнах материи и котор-ая явилась одн0й из 
серии его исследований по основам волновой механики. Как вспо­
минал сам де Бройль, его исследования в области физики р~нт­
:геновского излучени·я и аналогия между математическим аппара­
том аналитической механики и волновой теории убедили его в не­
обходимости создания такой теории излучения, в которой орга­
нически сочетались бы ее «волновой и фотонный аспекты». Большое 
влияние на такой ход мыслей оказали также работы Эйнштейна 
о квантах света. В октябре- сентябре 1923 г. де Бройль уже 
ввел некоторые основные положения волновой механики. Получен­
ные результаты в 1924 г. были развиты и оформлены в виде док-

, rорской . диссертации, сыгравшей фундаментальную роль в даль­
нейшем развитии квантовой физики. Де Бройль говорит, что одна 
теория квантов 1не может решить вопрос о природе света, посколь­
ку явления интерференции и дифракции определенно требуют вве­
дения nонятия волны. С другой стороны, фотоэффект и явление 

. Комптона говорят о корпускулярных свойствах света, т. е. требу­
ют введения понятия частицы. Таким образом, по выраженйю 
де Бройля, свет обладает «странной двойственностью». Де Бройль 
отмечает, что увлечение волновой теорией привело к пренебреже­
нию понятием частIТцы. Он задает вопрос: 

«Не б6tла ли допущена обратная ошибка в теории материи? Были ли впра­
ее физики пренебрегать поttятием «волны» и думать только о понятии «час-
тицы»?» " -

И отвечает: 

«По-видимому, настал момент попытаться· объединить корпускулярные и 
волновые представления и несколько углубить понимание истинной сущности 
хванта». 

Используя положения специальной теории относительности, 
де Бройль выводит свои знаменитые соотношения. Вот ход его 
-рассуждений:- пусть имеется материальная частиц~ массой т, ко­
торая свободно движется с постоянной скоростью v. Тогда энергия 
и импульс р частицы будут равны. · 
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Е= тс2 Р= mv 

v l - ~2 ' v 1 - ~2 

где с - скорост.ь света в вакууме, а В= v /с .. 

Е -v 
2 ' с 

С этой . частиuей, согласно новому воззрению, следует связать 
распространяющуюся в направлении движения волн:у, частота ко­

торой будет равна V=E/h, а фазовая скорость V=c2/v=cf,p. 
Тогда p=Ev/c2 =hv/V. Соответственно длина волны, сопряжен­

ной с частицей, Л= V/v=h/p. Применительно к частицам света эти 
формулы будут иметь вид 

E=hv, p=hv/c. 

Эти формулы, говорит де. Бройль, имеют совершенно общий ха­
рактер. Они применимы как к материи, так и к· излучению и/вы­
ражают необходимость введения дуализма «волна-частица». 

В дальнейшем де Бройль попытался, используя свою идею о 
«волнах материи», .развить статистику световых квантов, однако 

этот вопрос был значительно глубже разработан Бозе, а ее приме­
нение к идеальному газу было сделано Эi-Iнштейном. 
' Мы прервали изложение работ Эйнштейна по статистической 
физике работой 1916 г., в которой он вывел формулу Планка 
Путем вычисления вероятносте.й перехода фотона из одного стацио-

. нарного состояния в другое. Этому ·методу в теории идеального 
газа соответствовал метод, основанный на вычислении числа со-

' ударений молекул, приводящий к кинетическому уравнению Больц­
мана. С другой стороны,- равновесное состояние газа можно опи­
сать и чисто статистически, вычислив наиболее вероятное состоя­
ние газа. Естественно возникал вопрос: нельзя ли применить ста­
тистический ·метод и к фотонному газу и прийти таким путем 
к формуле излучения Планка? Проведенные в таком плане вычис­
ления показали, что цель не достигается. Вместо ожидаемой фор­
мулы Планк.а получался закон Виаа. Учитывая также и то, что 
классическая статистика не давала и решен,ия проблемы вырож· 
дения без искусственных допущений, можно было предположить, 
что во всех этих рассуждениях не хватало какого-то важного звена. 

Все это продолжало волновать ум Эйнштейна, и, он упорно искал 
решение заr;адки, когда летом 1924 г. получил рукопись статьи 
Бозе «Закон Планка и гипотеза световых квантов» 99 . 

§ 52. Открытие статистики Бозе - Эйнштейна 

Познакомившись с содержанием присдацной работы, Эйнштейн 
сразу же увидел, что недостающее звено наконец найдено. Вот что 
писал Бозе в начале своей работы: 

i «Формула Планка для распределения Энергии в излу•1ении ·черного тела 
~· служит исходным пукктом для, квантовой теории, которая за 20 лет своего 

развития принесла богатые плоды во всех областях физики. Со времени пер-
1 воu публикации этого закона в 1901 г. не раз предлагались разные способы его 

!'­
(: 

i 
99 Русский перевод опубликован в (62, т. 3, с. 4 75]. 

501 



выв.~да. Теперь признано, что фундаментальные пр·едnосылк~ квантовой теории 
несовместимьt с за!конами классической электродинамики. Во всех прежних· 
в&tводах использовалось соотношение 

8!tv2 

p"dv=-- Е, 
v сз . 

т. е. соотношение меж;ду плотностью излучения и средней Энергией осциллято­
ра, и делалось предположение о числе степеней свободы эфира, входящем в это 
уравнение (первый множитель в правой части). Но этот множитель можно 
было получить только по классической теории. В этом и заключается неудов­
лет.ворительный пункт во всех выводах, и неудивительно, что. предпринимаются 
все новые попытки найти вьийд, свободН:Ъtй от этого логического недостатка. 

· Удивителыю · изящный вывод был · предлоJ/Сен Эйнш1·ейном.- Осознав логи­
ческий недостаток всех предыдущих выводов, Эйнштейн попытался вывести 
формулу Планка независимо от к.~ассической теории. Исходя из очень- прdстых 

·предположений относительно обмена эчергией меЖду молекулами и полем излу­
. чения, он нашел соотношение 

. ' 
Однако чтобы привести эту формулу в согласие с формулой План.ка,, е.му при­
шлось воспользоваться законом смещения Вина и принЦш;~о.ч соответствия 
Бор(l. Закон Вина основывается на классической теории, а прин41и соответст­
вия· предполагает, что квантовая ·теория в определенных предельных с.1учаях 
должна переходить в классическую. 

Во всех случаях, на мой взгляд, выводы представляются недостаточно 
оправданными Логически. Напротив, гипотеза световых квантов· в сочетании со 
статистической механик.ой (в том виде, в как.ом она бьiла приеhособлена План­
кам для щjжд квантовой теории) является, по-моему, достаточной для вывода 
закона независимо от классической теории» [62, 'т, 3, с. 4751 

Дцлее Бозе предлагал свой вывод формулы, ПЛанка. То новое, 
что внес: Бозе в свой· вывод,- это пр ин ц и n тождест.в е н н ост и, 
не разл: и ч им о ст и част:Иц. В соответствии с этим nринциriом две 
частицы являются тождественными и их ·перестановка ничего. 
не измщrяет. Бозе не р~спределяет инливидуальные частицы по на­
бору-состояний, как этого требует статистика Больцмана, а вычис­
ляет число состояний, к0торые содержат данное число неразличимых · · 
частиц.· Это необычное комбинаторное соображение вместе с ~шда­
нием .чИсJщ ,состояний и общей энергии сразу же приводит к логи­
чески непротиворечивому в.ыво,цу формулы излучения Планка. Таким 
образом,. то, что другие исследователи могли получить только~клас­
сическим путем, Бозе получил неnосредственно из квантовой теории. 
Вот ход его рассуждений. _Предположим, что .излучение заключено 
в объеме V, а полная ·энергия излучения равна Е. Пусть имеются 
кванты разных сортов, числа которых равны N s• а энерги:я hvs 

. (S изменяется от О до со). Тогда полная энергия будет . 

Е= У., N shV8 = V I Pv dv. (XVIII.3) 
s 

· - тогда, говорит Бозе, все решение проблемы сводится к нахождению 
чисел N 8 , определяющих Pv . Далее следует найти вероятность для 
каждого распределения, характеризуемого произвольным числом N 8 . 

I<:оль скоро та-кая вероятнQсть найдена, то решение определяется 
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~УсJ1овием, чrо она должна быть максимальной при сохраиен_ии уело-
~' вия (XVII 1 .3). . 

!
!(_· Так как квант обладает импульсом hv8 /c в направлении своего 

·.:··· р·а·с. пространения, т.о его. мгновенное сост. шщие будет характеризо­
;.ваться координатами х, у, z и составляющими импульса Рх' р.~" Pz· 
.•. Эти шесть величин Бозе рассматривает как координаты точки в 6-мер-
' ном пространстве, причем . 

~:. · p';+P~+,p;=(hv/c)2 • . 

.~ Из этого соотношения следует, что точка вынуждена оставатЬс.я 
t• на цилиндрической. поверхности, определяемой частотой~ кванта. 
~' В этом смысле интервалу частот принадлежит фазовьш. объем, 
~ рав.ный · 
!:" 

( 
hv )2 h dV h 3v2 dxdydz dpxdp"dp2 = V ·4Л: - --=4л:-V dv. 

- , . о с с3 

. " 

·Далее Бозе делает фундамент~льное допущение: он делит фазовый 
объем ца ячейки размеро.м h3 • Тогда интервалу частот dv будет 
принадлежать 4л:V (v2/c3) dv ячеек. О способе этого разбиения нИчеrо 
определенного сказать нельзя. Но полное. число ячеек можно рас~ 
сматривать как число возможных расположений кванта в данном 
объеме. Если учесть поляр.изацию, то число ячеек, принадлежащих 
интервалу dv, составит Вл:V (v2 dv/c3

). • . 

/ Следующим этапом является вычисление термодинамической ве-
роятности состо:Яния, определенной макроск"Опически. Эту заДаЧу 
Бозе свс;щит к нахождению числа способов распределения N s кван· 
тов в интервале частот dv8 по ячейкам. Проведя соответствующие 
вычисления, Бозе получает формулу излучения Планка, которую он 
записывает в следующем виде: 

Е= ~Snh(vs)s V l dv. 
~ - са ehvs /(kT)_ l s 

В методологическом. плане работа Бозе была интересна в том 
отношении, что приводила к выводу: если частицы подчиняются 
законам классической меха.вики, то для системы ·таких частиц 
справедлива статистика Больцмана._ Если же частицы подчиняют­
ся квантовым законам, то классической статистикой в этом случае 
пользоваться нельзя. Правда, этот вывод в полной мере стал ясен 

- несколько позже, после создания квантовой механики. 
Работа Бозе произвела на .Эйнштейна большое впечатление, и 

: он; переведя ее на немецкий язык, без промедления отправил в ве­
дущий физический журнал того времени 100, поместив в конце пе-

? ревода следующее примечание: · · 

«Вывод ·формулы Планка, предложенный Бозе, является, по моему мне­
нию, большим достижением. Использованный им метод дает также ·-кваптовую 
теорию идеалмого газа, к_оторую я изложу в другом месте». 

100 См.: Zeitschrift fiir P!1ysik, 19.24, Bd. 26, S. 178. 
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Эйншт.ейн развил статистику Бозе применительно к идеально­
му газу в 1924-1925 гг., орубликовав в связи с этим три статьи. 
Первая работа: была опубликовара 20 сентября 1924 г. под назва­
нием «Квантовая теория одноатомного идеального газа». В введе­
нии к этой работе Эйнштейн писал: 

«Квантовой теории одноатоJvtного идеального газа, свободной от произволь­
ных предположений, до сих пор не существует. Этот пробел заполняется ниже 
нсi основе нового· Jvteтbдa, предложенного Бозе и приJvtененного иJvt для исклю~ 
чительно интересного вывода фopJvt{Jлы излучения Планка» [62, с. 481]. 

Характеризуя метод Бозе, Эйнштейн пишет далее: 
«Если иJvtеется большое число элелtентарных образований, то их Jvtикроско­

пическое распределение, рассматриваемое в терJvtодинамике, характеризуется тем, 
как размещаются по этим ячейкаJvt элеJvtентарные образования. «Вероятность» 
некоторого Jvtакроскопически определенного состояния (в cJvtыcлe Планка) равна 
числу микроскопических состояний, которыми может реализоваться данное 
макроскопическое состояни-е. Энтропия макроскопического состояния, а также 

. статистические и термодинамические свойства системы определяются зaтeJvt по 
формуле Больцмана» [62, с. 481]. ' 

Основная идея Эйнштейн<! заключалась в распространении ме­
тода Бозе с фотонов на молекулы ·идеального газа. Общая идея 
оставалась неизменной: фазовое пространство молекул делит.ся на 
элементарные ячейки объема h3• Далее вычисляется «вероятность» 
некоторого макроскопически определенного состояния (в смыс.Ле 
Планка), которая равна числу различных микроскопических состоя­
ний, с помощью которых реализуется данное макроскопическое 
состояние. После этрго уже нетрудно с помощью принципа Больц­
мана найти энтропию макроскопИ:ческого состояния и, следова­
тельно, ·термодинамическое поведение системы. Эйнштейн находит 
таким спо~обом энтропию равновесного состояния: 

S=k{~[In(l -e-as)-An- ~ EJ}, 
где s - число ячеек, п - полное число молекул, Е ~средняя энер­
гия молекулы, А и В - постоянные. Далее, пользуясь термодина­
мическими соотношениями, Эйнштейн находит свободную энергию 
системы и давление: 

F=kT{~ln(1-e1is)~Aп}; p= 2
/ 3E/V. 

Последнее соотношение позволяет ему сделать вывод: 

«Таким образом, получается замечательный результат: соотношение между 
, кинетической энергией и давлением о'казывается точно таким же, к.ак в класси­
ческой теории, где оно выводится с поJvtощыо теоремы вириала» [62, с. 485]. 

Рассматривая классическу~р теорию как предельный случай, Эйн­
штейн получает выражение для абсолютной величины энтропии и 
приходит к следующему заключению: 

«Согласно изложенной здесь· теории, для идеальных газов выполняется 
теорема Нернста. Правда, к оче_нь низким тeJvtпepaтypaJvt наши формулы непо­
средственно неприJvtенимы... Однако легко показать, что _при абсолютном нуле 
энтропия должна обратиться в нуль. В •caмoJvt деле, при абсолютном нуле 
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все молекулы будут находиться в первой ячейке, но. для этого состоJ/Jtия 
существует лишь ·одно-единственное распределение в смысле нашего подсчета. 

t Отсюда непосредственно следует справедливость нашего утверждения»: 

' Полученное Эйнштейном выраженuе для абсолютной энтропии 
имеет вид 

S=vR ln [е51 2~ (2лтkТ)З/2] .. 
h8п 

Здесь v '--число грамм-молекул, R - универсальная- газовая посто­
янная. в·ыражение для энтропии, полученное из квантовостатисти­
ческих соображений, совпадало с формулой Тетроде. Квантовоста­
тистическое обоснование теоремы Нернста имело большое принци­
пиальное значение: тем самым было показано, что ее нельзя рассма~ 
тривать в качестве третьего независимого постулата термодинамики, 

так ·как она . является следствием квантовых свойств в поведении 
молекул газа: вблизи абсолютного нуля и статистического принципа 
Больцмана.· 

Оценивая отк.тrонеыие от уравнения состояния газа согласно клас­
сической теории, Эйншт~йн НВ:шел, что средняя Энергия молеку;rы 
с учетом квантовых своиств выражается соотношением · 

Е = 3 / 2kT l l - 0,0138h3 ;.!!:__ (2лтkТ)~з 12]. 
п v 

Отсюда Эйнштейн обосновывает важное положение· о том, что 
вплоть до очень низких температур классическая теория правиль~ 

но опись~вает поведение идеального газа. 

В декабре 1925 г.' Эйнштейн публикует продолжение своей ра­
боты под тем же названием, где развивает эти идеи дальше. Го­
воря о полученных уже результатах, он пишет: 

«В статье... была изложена теория «вырождения» идеального газа,· осно­
ванная на методе, предложенном С. Бозе для вывода формулы Планка. Эта 
теория представляет интерес потому, что она основана на гипотезе о далеко 
идущем формальном сходстве газа и излучения. Согласно этой теории, вырож­
денный газ отличается от газа статистической механики подобно тому, как 
излучение по закону Планка - от излучения по закону Вина. Если серьезно 
отнестись к выводу формулы Планка методом Бозе, то нельзя обойти и эту 
теорию идеального газа; ведь, допуская, что излучение можно рассматривать 
как газ из квантов, .мы обязаны признать, что аналогия между газом из 
квантов и газом из молекул должна быть полной» [62, с. 489]. 

В рассматриваемой работе интересны многие результаты. Так, 
в одном из параграфов Эйнштейн оравнивает развитую им теорию 
газа с теорией, основанной на гипо~зе о взаимной статистической 
независимости молекул газа, и говорит, что квантовой теории сле­
дует отдать предпочтение хотя бы потому, что в применении 
к идеальным газам :она согласуется с теоремой Нернста. Здесь же 
впервые приводится функция распределения статистики· Бозе­
Эйнштейна, которая записывается в виде 

при этом ~kT = 1. 

33 .я. М. Гельфер 

z'V 
nv =----­

·еа+11в_1 
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Эта работа интересна и в том отношении, что в ней впервые 
указано на существование явления, получившего позже название 

«бозе-эйнштейновской конденсации», т. е. квантового явления, 
происходящего в любой системе частИц, подчиняющихся стати­
стике Бозе-Эйнштейна, и заключающегося в том, что при тем­
щратуре щrже так.· называемой температуры вырождения в бес­
конечно малом интервале импульсов около р=О находится конеч­
ное число частиц. 

Весьма интересен § 9, где Эйнштейн рассматривает вязкость 
газа при низ1ких температурах. Здесь_ впервые указывается на бо.щ,­
шое значение идей Луи _де Бройля, «работа которого заслужива­
ет всяческого внимания», И отмечает<* существование дифракцион· 
ных явлений для газовых молеку.тi и их роль в рассеянии молекул. 
В следующем параграфе делае'ГСЯ попытка уточнения электронной 
теории металлов в части, относящейся к вычислению коэффициен­
та электропроводности. Эйнштейн пишет здесь, что в основу видо­
измененной квантовой теории электронов 

«надо было бы положить не максвелловское распределение по скоростям, 
а распределение насыщенного идеального газа." При алализе этой теоретиче­
ской возможности мы наталкиваемся на ту трудность, что для объяснения 
наблюдаемых значений электропроводности и теплопроводности ·металло"в вслед­
ствие очень малоСt объемной плотности мектронов... которые участsуют в' теп­
ловом движении, приходится предполагать очень боЛьшие значения длины 
свободного пробега .(поряiJка I0-3 см). К тому же на основе. этой теории не 
представляется возможным понять поведение металлов по отношению к инфра-
красному излучению (отражение, излучение)». [62, с~ 499]. ' , 

Таким образом, Эйнштейн своей· гениальной интуицией понял, 
что .ключ к логически непротиворечивой теорци металлов также 
лежи.т в квантовой теории. Эта догадка подтвердилась спустя два 
года, когда была открыта статистика Ферми - Дирака. · 

И наконец, в 1925 r. Эйнштейн пуб:ликует еще одну работу. по 
кванто~ой статистике, озаглавленную «К к:вантовой теории идеаль­
ного газа», цель которой сформулирована им так: 

«Эта теория (квантовая теория газов - 'я. Г.) кажется справедливой, если 
исходить из убеждения, что световой квант (отвлекаясь от его поляризацион­
ных свойств), по существ у, отличается от одноатомной молекулы только тем, 
что масса покоя кванта исчезающе мала. Однако, поскольку предположение 
о такой аналогии никоим образом не одобряется всеми исследоватемiми, по­
скольку далее примененный Бозе и мной статистический метод ни в кое.й мере 
не -Является бесспорным, но кажется. обоснованным лишь апостериори, благо­
даря успеху в случае излучения, я попытался найти еще другие, по возможно­
сти свободные от· произвольных гипотез соображения, касающиеся квантовой 
теории идеального газа» [62, т. 3, с. 503]. · 

Не останавливаясь на изложении результатов этой работы, ин­
тересной самой по себе, но не содержащей принципиально новых 
результатов сра11нительно с предыд.ущими исследованиями, отме­

тим лишь, что Эйнштейн здесь получил общее уравнение состоя­
ния, которому должна удовлетворять всякая теория идеальн,ого 

газа. Он показал, что если это уравнение отнести к классической 
теории, то соответствующая функция распределения будет имеп~ 
вид e-v • а если к квантовой теории, то 1/ (ev -1); ори этом он еще 
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·.раз подчеркнул,. что «квантовая ф1:1нкция распредел~н,ия удовлет­
воряет теореме Нернста, в то время как классическая не удовлет­
воряет». 

Статисти•ка Бозе......,. Эйнштейна была_ последним крупным вкла­
дом великого ученого в развитие статистической физики. Она ло­
гически завершила серию работ по кинетической теории, которую 
Эйнштейн начал еще в 1902 г. Эти исследования Эйнштейна · 

«больше, чем все другие работьt, убеждаю.т -Физиков в реальности атомов 
и молекул, в справедливости кинетической теории теплоты и в фундаменталь­
ной роли вероятности в закон.ах природы» [ 4, с. 63]. 

Статьи Эйнштейна появились в преддверии квантовой механи-. 
ки. По утверждению одного _ из творцов квантовой механики 

· Э. Шредингера, именно исследования Эйнштейна вместе ·с первы­
ми ·статьями де Бройля стимулировали его развить волновую ме­
ханику. Но являясь основопоJюжником квантовой статистики, по­
тратив много энергии на обоснование этой замечательной теории, 
Эйнштейн в· дальнейшем отказался признать корпускулярно-волно­
вой дуализм излучения как основное требование квщ1товой меха­
ники:. Этот отказ был связан с тем, что примирение этих двух 
аспектов излучения означало замену причинных законов статисти­

ЧескИми, а детерминизм - индетерминизмом. Проложив первым 
путь в этом направлении, Эйнштейн в силу особенностей своего 

. мировоззрения не смог пройти его до конца. Очень интересные 

. "подробности об этом рассказаны М. Борном в ряде его выступле­
ний, к которым мы и отсылаем читателя [4]. 

§ 53. Открытие статистики Ферми - Дирака 

Открытие принципа Паули и спина электрона 

После создания Бором квантовой теории атома водорода и 
успехов к.вантовых представлений в других областях атомной фи­
зщш особенно бурное. развитие получила спектроскопия, в которой 
физики видели ключ к пониманию вообще атомных явлений. Одна­
ко в ·спектроскопии возникали свои. трудности, не поддающиеся 

объяснению ·в рамках господствовавших в то время представлений. 
В частности, одна из трудностей заключала<;ь в .объяснении ано­
мального эффекта Зеемана, как спектроскописты наз~вали тоrда 
отличающееся от нормального триплета расщепление спектраль­

ных линий в магнитном поле. Эта проблема занимала умы многих 
выдающи:х:ся физиков того времени и среди них В. Паули, который 
серьезно заинтересовался этим вопросом с 1922 г., работая ~ К:о­
пенгагене у Бора. Аномальное расщепление до этого уже изуча­
лось некоторыми физиками, но успеха достигнуто не было. Паули 
вспоминал в одном из своих выступлений об его отношении к ано­
мальному эффекту Зеемана: 

«Аномальный тип расщепления был особенно интересен тем, что хотя он 
и подчинялся красивым и простым законам, однако понять его было . очень 
трудно, так как самые общи~ предподожен.ия об электроне, исходящие как. из 
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классическQй, так и из квантовой теории, приводили всегда к одному и тому 
же триплету. При ба.лее близком зн!iкомстве· задача показалась мне еще более 
неприступной. Коллега, встретившujj, меня, когда я бесцельно бродил по пре-

, красным улицам Копенгагена, дружески сказал: «Вы выглядите, очень несчаст­
ным». На что я пылко ответил:• «Как_ может человек .выглядеть счастливым, 
еслц он думает об аномальном эффекте Зеемана?» [55, с. 232). 

В течение более двух лет Паули работал над· аномальным Эф­
феt<:том Зеемана и нашел объяснение этого явления на основе 
найденного им пр ин ц и па запрет а, который был сформули­
рован следующим образ~м: 

В , атоме не может ,существовать двух Или более эквива4ентных электро­
нов, для которрtх значения всех квантоtJых чисел... в магнитном поле один!iковы. 
Если в атоме находится электрон, для которого все эти числ,а имеют апреде-
ленное значение, то это состояние «занято» [55, с. 239). . , 

Принцип запрета позволил Паули заняться разработкой проб­
лемы заполнения электронных оболочек и периодической системой 
химических элементов - в этом вопросе в то время -было еще мно­
го неясного и неопределенного. Работая в этом направлении, 
Паули выдвинул предположение о существовании у электрона но­
вого квантового свойства, который был назван им «двузначностью, 
не поддающейся классическому описанию». В опубликованной по 
этому поводу работе Паули писал: 

«Согласно этой точке зрения,· дублетная структура спектров щелочных эле­
ментов, а ,также отступление от теоремы Лармора возникают вследствие ха­
рактерной двузначности кван:говых свойств электрона, которую нельзя описать 
классически» [55, с. 236). 

По сути дела, это. была гипотеза о спине, хотя сам Паули, ког­
да узнал позже о «гипотезе вращающегося'Электрона», выдвину­
той другими физиками, не принял ее вследствие классического про­
исхождения. Он считал, что как его принцип запрета, так и свя­
занные с ним вопросы должны логически последовательно выте-
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кать из квантовых представлений, без привлечения классики. 
Надо .сказать, что гипотезу об электрDне, ,вращающемся вокруг 

своей оси, впервые высказал А. ·Комптон еще в 1921 г., но она не 
повлияла на дальнейшие исследования в этой области. Р. Крёнцг 
позже, в 1925 г., как он сам· рассказывает в своих воспоминаниях 
[55, с. 16-49], также пришел к идее 1спИна. Эта идея возникла 
у него под влиянием исследований Паули. В частности, Паули 
предлагал характеризовать состояние электрона четырьмя кван­

товыми числами п 1 , l 1, j 1, mj, причем j равно l+ 1/2 или l- 1/2, а mj 
принимает значения j, j~l, ... ,'-j. Крёниг пришел к выводу, что 
если полный момент j отличается от орбитального момента l на 
± 1/ 2, 'ТО это означае'I', что каждый электрон в дополнение к момен­
ту, связанному с орбитальным движени~м, должен иметь еще соб­
ственный момент, проекция которого на любое и~бранное направ­
ление будет равна + 1/ 2 в/ единицах h/2л. Для объяснения проис-

. хождения этого момента Крёниг и высказал гипотезу о том, что 
'электрон должен вращаться ·вокруг собственной оси. При встрече 
с Паули Крёниг рассказал ему о своей гипотезе, НО Паули отнесся 
к ней скептически. Столь же скептически отнеслись к идее спина 

. Бор, Гейзенберг и некоторые другие прославленные физики. Имен-
но поэтому Крёниг не опубликовал свою гипотезу. 

В октябре 1925 г. голландские физики С. Гаудсмит и Г. Улен­
бек по представлению Эренфеста опубликовали в немецком есте­
ственнонаучном журнале небольшую заметку - письмо, в кото-. 
ром в отчетливой и ясной форме была высказана идея о спине 
электрона, при этом гипотеза Крёнига была им неизвестна; они 
опять-таки исходили из работ Паули о принципе запрета и идее 
Паули характеризовать состояние электрона в атоме четырьмя 
квантовыми числами. После дискуссии, в которой приняли уча­
стие Эренфест, Бор и Эйнштейн, было решено, что понятие спина 
правильно. С. Гаудсмит и Г. Уленбек в начале 1926 г. окончатель­
ный вариант своей гипотезы опубликовали в журнале «Nature», 
применив ее, в. частности, к истолкованию некоторых особенностей 
спектра водорода. Позже С. Гаудсмит писал: 

«Несомненна, некоторые физики до меня и Уленбека должны были думать 
о спине электроttа. Однако, к нашему счастью, эта идея пришла к нам как раз 
к тому времени, когда мы были насыщены основательными знаниями струк­
_туры атомов и спектров, и как раз после того, как мьi пришли к правильному 
пониманию спектра водорода и релятивистского дублетного расщепления. Поэто­
му мы были в состоянии привести сильные доводы в обоснование нашей гипо­
_тезы» 101 • 

Гипотеза спина оказалась очень плодотворной не только в тео­
рии· спектров сложных систем, но и в статистической физике. Она 
явилась тем недост'ающим звеном в цепи исследований Э .• Ферми, 
которое привело великого итальянского физика к открытию еще 
одной квантовой статистики, получившей впоследствии наимено- · 
ванне «статистики Ферми - Дирака». 

101 Га уд см и т С. ОтКJрытие сnина электрона.- УФН, 1967, т. 93, в. 1, 
с. 151. 
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Статистика Ферми - Дирака 

В .отличие от Эйнштейна; который, как было показано выше, 
пришел к своей статистике, распространив метод Бозе на частицы 
идеального газа, Ферми к своей статJiстике пришел через пробле­
му абсолютного значения энтропии, которой он заинтересовался 
еще в 1923 г. По свидетельству близкого сотрудника Ферми, Ф. Ра­
зетти, с которым обсуждались эти проблемы, Феыми 

«говорил Сегре, что деление фазового пространства на конечные ячейки 
очень серьезно захватило его и что если бы Паули не открыл принципа исклю­
ченuя, то он, Ферми, мог бы прийти к нему_ ок9льным путем, исходя· из кон­
станты энтропии. Как только Ферми прочел статью Пауля о принципе исклю­
чения; он понял, что теперь у него есть все элементы для построения теории 
идеального. газа, которая удов4f!творяла бы принципу Нерж:та при абсолютном 
нуле, давала правильную формулу Сакура - Тетроде для абсолю·тной энтропии 
в пределе низких плотностей и высоких температур и была бы свободна от 
различных проuзво:ttЬных предположений, необходимых в ·статистической меха­
нике для получения правильного значения_ энтропии. ТеориЯ Эйнштейна, опи-. 
равшаяся на данную Бозе трактовку излучения черного тела как фотонного 
газа, на Ферми как будто _особого влияния. не оказала".» [58, т. 1, с. 199]. · 

Впервьlе к проблеме абсолiотной велиЧины аддитивной по­
стоянной в выражении энтропии идеального газа ФермИ обратил­
ся в работе «К штерновскому способу вычисления конс'Ганты 
энтропии одноатомного идеального газа» (1923). В этой работе 
он указывает, что способ вывода формулы ТеТроде - Сакура не 
удовлетворяет _многих физиков, так как содержит логически не­
оправданные допущения. Наиболее удачная попытка. О. Штерна 
также не лишена этого недостатка. В свое!f работе Ферми уточня-
ет вывод Штерна. _ 

В следующем, 1.924 г. Ферми публикует работу «0 !{вантовании 
систем, содержащих тождественные элементы», в которой он, еще 
не владея «статистикой Ферми», делает попытку решить парадокс 
Ги{)бса (хотя и н~ употребляет этого названия). Интересно в свя­
зи с этим отметить, что, разрабатывая свою теорию квантования 
одноатомного Идеального газа, Эйнштейн также столкнулся с не-. 
обходимостью решить парадокс, аналогичный парадоксу Гиббса. 

· В своей.первой статье «Квантовая теория одноатомного идеально-
гогаза» он "пишеr: -

«В заключение я хочу обратить' внимание на один .парадокс, который мне 
не удалось объяснить. С помощью изм:хнсенного заесь метода Цэечь идет о рас­
пространении метода Бозе на идеальный газ, разбиении фазового объема на 
ячейки h8 и определении термодинамической зероятности ·числом ячеек, в ко­
торых· содержится данное число частиц- Я. Г.) не представляет труда рас­
смотреть также случай смеси двух разных газов. В этом случае каждый сорт 
молекул имеет свои особые «ячейки». Отсюда следует аддитивность энтропий 
компонеп-т смеси. Таким обра~ом, каждая -1(,Омnонента в смысле энергии моле­
кул, давления и статистического распределения ведет себя так, каtк будто JJ 
объеме смеси находится она одна .. Смесь из n1 молекул одного сорта и п2 мо­
лекул другого, в которой молекулы первого и второго сортов отличаются друг 
ат друга как угодно мало (особенно в отношении масс m1, т2), при данной 
температуре имеет иное давление и иное распределение состояний, чем простой 
газ с число-# молекул п1 +пz, обладающий hрактически той же массой молекул 
и находящийся в том же объеме. Однако это представляется почти невозмож­
ным» [62, т. 3, с. 488]. 
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Таким· образом, здесь Эйнштейн говорил Q скачках внутренней 
Энер-гии и давления при переходе от газов сколь угодно бЛйзких 
к газам тождественным. По существу; он рассматривал и парадокс 
Гиббса, поскольку все это связывал с энтропией, хотя в логическом 
плане указанные им скачки следовало связывать не со вторым 

началом термодинамики, а с первым. Эйнштейн, по сути дела, го-
ворил о парадоксах, аналогичных Парадоксу· Гибб.са. Из после­
дующих ст?-тей Эйнштейна на эту тему видно, что решение указан­
ных параДОКСОВ. ОН СВЯЗЫВаЛ С ПОНИМаuием ПрИЧИНЫ ПрОИСХОЖДе­

НИЯ скачка. 

Возвращаясь к работе Ферми, отмет1i.м, что здесь рассматри­
вался идеальный газ как совокупность п точечных молекул, заклю­
ченных· в некоторый объем V, .и ставилась ~адаЧа - раосчитать 
абсолютную величину энтропии этого газа при различных пред­
положениях о способе его квантования. Ферми подчеркивал, что 
для полу~ения 

«конечного значения энтропии идеального газа так или иначе его необхо-
,_.. димо квантовать, поскольку классuчвская трактовка неизменно приводила бы 

ti: бесконечному значени'Jо». Значение «константы энтропии, согласующееся с 
опытом, удается получить, разделив объем на параллелепипеды и поместиll в 
·каж.дом из· них только одну молекулу. Если же по.t-tестить в одном из них хотя 
бы только две тождественные молекулы, то всегда будут полуЧаться непра­
вильные результаты» [ 42, с. 158]. 

Мы видИм, что Ферми чувствовал уже в это время отсутствие 
некоего звена, необходимого ему для построения статистики части_ц 
идеального газа. Пользуясь своим методом, он получил формулу 
для энтропии . 

[ 
5 (2Лп)З/ 2 k5/ 2 f'5/ 2 ·- v·-1 

S=kn 2 InT-lnp+ln h
8 

· +ln 2 , 

по суiцеству тождественную с формулой Тетроде- Сакура. Оrс10да 
он заключил: -. 

«В случае, когда пространство разделено на ячейки . таким образом, что 
каждая из них содержит только один атом, для значения аддитивной констан­
ты энтропии получается точный результат». 

Далее Ферми показал, что если в каждой ячейке содержитск 
более одного атома, то выражение для энтропии имеет вид 

{ 
5 (2лm)3/ 2 k5/ 2 е5/ 2 v-} 

S = kn 2 ln Т ·- ln р + ln ha + ln 2 .· 

Далее шло рассмотрение парадокса Гиббса: 

«Приведем_сооqражения, имеющие целью показать, что причина расхождений 
в тех случаях, /<:Огда в 'каждой ячейке находи'I'СЯ больше одной молекулы, 
состоµ,т как раз в там, ·что. (с· помощью правил Зоммерфельда) квантовалась 
система, содержащая тождественные элементы. _. -

Рассмотрим смесь двух газов внутри объема, в кртором находится п/2 
молекул каждого из них: предположим теперь для простоты, что два типа мо­
лекул хотя и отличаются друг от -друга, но все-таки имеют одинаковую массу. 
Рассчитаем энтропию этой смеси, раздмив объем на п/2 одинаковых ячеек и 
предположив, что в 'каждой из них находится молекула одного типа и одна -
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другого. Если справедливо наше предположение о том, что причиной расхожде­
ния является присутствие в одной ячейке двух тождественных молекул, то мы 
должны ожидать в этом случае правильного результата, поскольку две моле­
кулы, присутствующи{! в ячейке, не одинаковы». • 

Произведя. соответствующий расчет, Ферми получил для энтро-
пии смеси выражение , 

[ 
5 · (n 3/2 5/2k5/2 ] 

S=kn 2 1n T- ln р + In_ "пт) _ hae +ln 2 . , (XVIII.4) 

• «Вспоминая, что энтропия смеси двух идеальных газов равн.а сумме эн.тро-
llий каqк;дого из них, если бы он занимал весь объем целиком, сразу прихоi}им 
к выводу, что величина (XVIII.4) точно совпадает со значением, требуемым 
термодинамикой».-

Та1КИМ образом, Ферми глубже проник в сущность парадокса 
Гиббса, полагая, что он связан с проявлением квантовых свойств 
микрочастиц. Ферми, как он сам указывает в рассматриваемой ра­
боте, считал данное им решение парадокса Гиббса весьма убеди­
тельной поддержкой его точки зрения на роль неразличимости и 
тождественности частиц в квантовой теории 102• К.стати сказать, 
отсутствие наименования «парадокс Гиббса» также можно рас­
сматривать как то, что Ферми· в отличие от Эйнштейна не видел 
парадоК'са в скачке энтропии при переходе от систем частиц со 

сколь угодно близкими свойствами к системам тождественным, 
усматривая '!;! этом естественный квантовый скачок. Эйнштейну-· 
такая же ситуация показалась парадоксальной. По этому поводу 
Маркус Фирц в своем обзоре «Ста.:rистическая, механика» пишет: 

«Когда Эйнштейн. применил открытую Бозе статистику к теории идеадь­
ных газов, ему... показалось парадоксальным, что, по этой теории, энтропия 
газа~ состоящего из многих как угодно мало отличающихся друг от друга сор­
тов частti.ц, ведет себя иначе, чем энтропия газа, частицы которого вообще 
нельзя отличить друг от друга. Ибо тем самым в -теорию вводится малопонят­
ная разрывность. Теперь мы рассматриваем это как квантовый эффект: единст­
венными классами симметрии волновой функции, встречающимися в природе 
для одинаковых частиц, в зависимости от их спина являются или симметрич­
ный, ил.и антисимметричный» [55, с. 203]. 

/ 7 февраля 1926 г. Ферми представил предварительное сообще-
ние о разработанной им новой статистике, учитывающей принцип/ 
Паули, в Academia dei Lincei во Флор-енции, а подробная статья 
на эту тему под названием «0 квантовании идеального одноатом­
ного газа», посланная в «Zeitschrift fiir Physik», была получена 
редакцией журнала 26 марта того же года. В краткой аннотации 
к этой работе Ферми писал: 

102 Из всего вышесказанного можно ·сделать вывод, ч·ю интерес Ферми к 
парадоксу Гиббса· безусловно способствовал в определенной мере формирова­
нию его подхода к !<!вантовой статистике. Об этом есть свидетельство Ф, Разет­
ти ~ученика и сотрудника Ферми [58, т. 1, с. I54J. С другой стороны, этот 
факт безуСо11овню говорит о связи !Проблемы тождествщrнооти (в квантов<Jм 
смысле) с парадоксом Гиббса. И неправы те авторы, кот-орые эту связь отри­
цают, так же как и объяснение парадокса на этой основе .. См. по этому пово­
ду: Г ель ф ер Я. М., Л ю б о ш и ц В. Л., П о дг о р е цк и й М. И. Па•радокс 
Гиббса И тождественн<Jсть частиц в квантовой механике. М" 1975. 
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«Если термодинамический принцип Нернста остается справедливым и для 
идеального газа, то нужно предположить, что при низких темлературах законы 
идеального газа отступают от к4ассических. Причину этого вырождения сле­
дует искать в квант·овании молекулярного движения. Во всех теориях такого 
выро:щ:дения всегда делается более или менее произвольное предположение о ста­
тистическом поведении молекул или об 'их квантовании. В данной работе 
будет использовано лишь предположение (впервые высказанное Паули и опи­
рающееся на многочисленные спектроскопические факты), согласно которому 
в системе никогда не может оказаться двух тождественных элементов,. квантд­
вые числа которых полностью совпадают. С помощью этой гипотезы будут по­
лучены уравнение состояния и внутренняя энергия идеального газа;· значение 
э11,тропии при больших температурах совпадает со значением Штерна-Тет-
роде» [58, с. 203]. ·· , 

Ферми ставил перед собой задачу, разработать такой метод 
квантования идеального газа, который был бы свободен от произ­
вольных предположений о статическом поведении газовых моле- ' 
кул. Он указывал на имеющиеся многочисленные попытки найти 
·уравнение состояния идеального газа с учетом вырождения. Одно­
го предположения о полной независимости движения молекул при 
квантовании молекулярного движения недостаточно для предска­

зания ожидаемого вырождения, говорил Ферми. Необходимо 
к квантовым условиям добщзить еще одно правило, а именно пра­
вило Паули, которое 

«оказалось чрезвычайно плодотворным при толковании спектрос1-сопических 
данных". Применение правила Паули позволяет построить совершенно последо­
вательную теорию вырожденuЯ» 

Идя по этому пути, Ферми нашел функl(ию распределения, со­
ответствующую его статистике:. 

Ns=------
eas+iisвs +1 

Ферми Энрико 
( 1901-1954) 

Итальянский физик. Родился в Риме. Образо­
вание получил в Пизанском университете, ко­
торый окончил в 1922 г. В последующие годы 
учился в. университетах Германии и Голлан­
.J(Ии. В 1926-1938 гг. профессор Римского 
университета, где создал школу теоретической 
физики. В 1938 г. эмигрировал в США, где 
с 1939 по 1945 г. состоял профессором Ко­
Jiумбийского университета, а с 1945 г.­
Чикагского университета. Лауреат Нобелев-

ской премиц по физике 1938 г. 
В историц статистической ·физики остался од­
ним нз основоположников квантовой статисти­

ки сt>ерми - Дирака. 
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Далее Ферми получил формулу распределения по энергиям. 
среднюю кинетическую энергию частицы, добавление и теплоемкость 
газа. · 

В предельном случае слабого вырождения (Т велико, а п мало) 
он получил уравнение состояния идеальног.о газа: 

P=nkT[I +-1 hsп + · · ·] 
16 (птkТ)з 12 • 

Значение S совпало с выражением Штерна-Тетроде. 
Таким образом, ключ к пониманию свооств электронов в ме­

таллах 'был найден. Здесь следует подчеркнуть, чю Ферми пришел 
к своей статистике незавнсимо от квантовой механики, которая 
в это время уже начала интенсивно развиваться благодаря трудам 
Гейзенберга, Шредингера и Дирака. . . 

В том же 1926 г. Паули, по-видимому, -впервые применил ста­
тистику Ферми к вырожденному электронному газу в . металле и 
сумел на этой основе· объяснить· слабый парамагнетизм щелочных 
металлов. 

А. Зоммерфельд в своих работах 1927 и 1928 rr. показал, что 
статистика Ферми позволяет объяснить еще многие другие свой­
ства металлов, которые не были объяснены. Сам Ферми ·хорошо 
понимал важность новой. статистики для построения непротиво- -
речивой теории металлов. 

В 1927 г. состоялся международный съезд физикgв в Комо 
(Италия), на котором присутствовали Эйнштейн, Бор, Лоренц, 
Зоммерфельд, Ферми и другие выдающиеся ученые. В частности, 
одним из предметов обсуждения на· съезде была теория металлов. 
Ферми принимал активное участие в дискуссии по этому вопросу, 
которая началась ·сообщением Зоммерфельда о его исследованиях 
в этой области. Фер!'<fИ ответил на все замечания, связанные с при­
менением его статистики. В заключение он .сказал: 

f!Я хотел· бы высказать некоторые соображения относительно новых стати­
стических методов в квантовой механике. Известно, что квантовая теория по­
зволяет впол1tе ·естественным образом определить размеры ячеек, на которые 
нужно делить· фазовое пространство в соответствии со статистикой Больцмана 
и Максвелла; если на основе такого распредедения попытаться построить ста-

- тистику идеального газа, то окажется, что· для этой цели такого определения 
недостаточно, ибо, когда размеры ·содержащего газ сосуда возрастают, кванто­
вые состояния сближаются. и в результате их дискретность перестает прояв­
ляться. . ' 

Для преодоления. этих трудностей недавно были предприняты две попытки: 
одна - Эйнштейном, другая - мною; в случае .Эйнштейна мо.лекулы газа под­
чиняются статистической зависимости такого типа, который предложил Бозе 
для светов«х квантов; в моем же случае 'ко всему газу, кот.орый· рассматри-

. ваетея· как eдU1ttJ;я система, состоящая из неразличимых молекул, применяется 
принцип Паули. 

Связь между этими двумя типами статистики выяви1tась _на основе новой 
механики благодаря работам Гейзенберга, Дирака и Винтера; они· показали, что 
если имеется система, содержащая тождественные частицы, то их состояния 
делятся на груnпы, ·причем невозможно каким бы то ни было образом полу­
чить переходы между двумя состояниями, относящимися к разным группам. 
Одна из эхих групп удовлетворяет статистике Бозе - Эйнштейна, другая-. 
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принципу цсклЮчения и, следоsательно, статистике, предложенной автором. 
К настоящему времени опыт показал, что элект'роны атома, а также. поло31ри« 
тельные корпускулы всеi!да удов.летворяют принципу исключения. 
. Применив такого рода статистику к электронному газу, находящемуся 
внутри металла, Паули сумел объяснить тот факт, что парамагнетизм твердых 
щелочных металлов значительно слабее, чем можно было ожидать из величины 
магнитного момента электрона, а· проф. Зоммерфельд показал нам, каким обра-. · 
эом с ее помощью можно объяснить также и многие другие свойства прово­
димости металлов» [58, с. 202]. 

По существу, уже из работы Паули о парамагнетизме следо­
вало, что электронный газ в металле находится в состоянии вы­
рождения. Зоммерфельд показал, что уже при комнатных темпе­
ратурах электронный газ действительно находится в. состоянии 
сйльного вырождения. Это щrачило, что· в тепловом движении при­
нимала участие только весьма небольшая часть электронов. Из 
теории, развитой Зоммерфельдом, следщiало, что доля электронной 
теплоемкости составляла также весьма небольшую часть того ·ее 
значения, которое следовало из классических представлений. Этим. 
самым устранялось одно из глубоких противоречий между опы­
том и классической теорией в области теплоемкости металлов. 

Классическая работа Зоммерфельда 103, содержащая теорию 
вырождения электронного газа, дала толчок бурному развитию 
теории металлов на основе квантовых представлений. Тем самым 
было положено начало квантовой теории металлов как части фи­
зики твердого _тела. 

В 1926 г. появились и основополагающие работы по квантовой 
механике Шредингера, Гейзенберга и Дирака. Особенно большую 
роль в развитии квантовой статистики сыграла работа Дирака 
-«Об основах квантовой механики:»._ Особенность этой работы со­
стояла в том, что здесь впервые квантовь1е представления распро­

. странялнсь на ...системы частиц (одновременно это было сделано 

Дирак Поль Адриен Морис 
(р. 1902 г.) . 

Английский физик-теоретик. Родился в Брис­
толе. Образование получил 1в Брцстольском 
университете, теоретическую физику изучал· в 
Кембридже. С 1932 г. профессор I(ембрндж­
ского университета. Лауреат Нобелевской 

премии по физике 1933 г. 
Один из основоположников квантовой ста­

тистики. 
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и Гейзенбергом независим'о от Дирака). Дирак ~ввел в теорию сим-
метричные и антисимметричные функции, описывающие состояние 
SJ,томно'Й системь{, и заметил, что в решении, осуществляемом анти­
симметричными функциями, не может быть стационарных состоя­
ний с двумя (или более) электронами на одной орбите, т. е. сфор­
мулировал принцип Паули как следствие квантовомеханических 
свойств системы. Симметричное решение допускает существование 
любого числа электронов на одной орбите, и, следовательно, э'то 
решение неверно для электронов в, атоме. 

Рассматривая далее систему невзаимодействующих молекул 
в некотором огр<tниченном объеме и предполагая все состояния 
системы равновероятными, он показал, что применяемая им ста-, 

тистика в случае симметричных функций приводит к ста_тистике 
Бозе - Эйнштейна. В случае антисимметричных функций полу­
чаемые результаты ·совпадали с ранее найденными Ферми соотно­
i:пениями. В результате Дирак пришел к выводу: 

«Решение с симметричными собственными функциями должно быть· спра­
ведливо для световьiх квантов, поскольку статистическая механика Бозе - Эйн­
JШтейна, как известно, приводит к закону Планка для излучения черного тела. 
Антисимметричное, решение, по-видимому, справедливо длJ,1- молекул газов, 
поскольку оно справедливо для электронов в атоме, и можно думать, что 
молекулы больше похожи на электроны, чем на кванты света». 

'развитая Ферми и обоснованная на основе квантовой теории 
Дираком статистика получила название ст мистики Ферми -Ди­
рака. (Некоторые авторы в первые годы существования называли, 
ее статистикой Паули.) 

Больщое значение работы Дирака состоит также и в том, что 
он впервые показал, что квантовые статистики являются неизбеж­
ным следствием Н!вантовых свойств микрочастиц. 

Открытие квантовых статистик было лишь первым шагом на 
пути перевода классических статистичеtких идей на язык кванто­
вой механики и создания квантовой статистической механики как 
самостоятельного раздела современной теоретической физики. 

Основная задача статистической механики равновесных состоя­
ний - обоснование и вывод феноменологических соотношений на 
основе определенной молекулярной модели системы и вычисление 
для этой модели соответствующих термодинамических функций -
осталась, по существу, неизменной и в квантовой статистике. Но 
при этом появляется и принципиальное отличие. Классическая ста­
тистика основывается на классической модели системы, представ­
ленной обычно как совокупность материальных точек, поведещ1е 
кот0рых описывается, законами клсtссической механики. Квантовая 
статистика представляет собой статистическую теорию, основы­
вающуюся· на квантовой модели системы, под которой опять ~е 
подразумевается совокупность частиц (атомов, молекул, электро­
нов, осцилляторов и т. п.), чье поведение подчиняется законам 

103 См.: S о m m е r f е l d А. Zur Blektronentheorie der Metall. Naturwiss, 
1927, Bd. 15, S. 825. 
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квантовой механики. Очень важным моментом является и следую­
щее обстоятельство. Кла·ссическая механика по своей природе не 
.является статистической теорией. Поэтому статистические законо­
мерности классической статистической механики выступают, так 
сказать, в чистом виде. Они обуслов·лены в первую очередь огром­
ным числом частиц, составляющих классическую молекулярную СИ• 

стему. Квантовая механика сама является статистической теорией. 
Поэтому последовательно развиваемая с wвантовых·позиций ста­
тистическая теория представляет собой как бы наложение Двух -
статистик- статистики, возникающей вследствие очень большого 
числа объектов, образующи~ квантовую ·систему, и статистических 
закономерностей, являющихся следствием квантовых законов по-· 
ведения микрообъ~ктов. В ·этом состе>яла одна из .о,собеннос~ 
развития квантовои статистики. 

Уже в конце 20-х- начале ЗО~х годов ХХ в. ·стали паявляться 
работы, в которых основные понятия и Законы :классич~ской. ста­
тистики обобщались на квантовые, системы. В. Паули, П. Иордан, 
фон Нейман. и многие другие физики разрабатывали. квантовую 
статистическую механику, последовательно исходящую из кван­
товых представлений, но по возможности близкой к духу :класси­
ческой статистической механики Максвелла, Гиббса и Больцмана. 
Бесчисленные практичеекие приложения _квантовой статистики 
к разнообразным системам всегда приводили к ре~ультатам, сtэв­
па:дцющим с данными эксперимента, и это указывало на ее боль­
шую научную ценность. Появление квантовых статистик имело 
та'Кже и большое методологическое значение, поскольку определен­
но указывало на границы применимости классической статистики. 
Результаты квантовой и классичеекой статистики· оказывались 
тождественными в предельном случае больших квантовых чисел, 
т. е. в области высоких темnератур и низких плотностей. 

Открытие квантовых статистик позволило с иных позлций по­
дойти к статистическому обоснованию тепловой теоремы Нерн­
ста - третьего. начала термодинамики. Этот вопрос неоднократно 
привлекал внимание ученых, хотя, правда, и не в такой степени, 
как второе начало, которое со в~>емен Л. Больцмана служило объ-

, ектом многочисленных статистиЧ:еских исследований. -в какой-то 
мере итог дискус.сий в области статистического обоснования тре­
тьего начала подвел в 1951 г. Ф. Зимон, предложивший свою схему 
обоснования. Он показал, что вопрос в конечном итоге сводится 
к проблеме вырождения основного состояния макроскопических 
систем. 

§ 54. Некоторые ·идеи Гиббса 
в свете квантовой статистики 

В связи с историей квантовой статистики представляется ин­
тересным проследить в историческом аспекте отношение некото­

рых идей Гиббса, изложенных в его «Основных принципах стати~ 
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етической механикю>, к статистическим методам, рассмотренным -
в предыдущих параграфах. 

В основе- статистической интерпреrации второго начала термо­
динамики лежало открытое Бqльцманuм соотношение 104 между 
энтропией .S и термодинамикой вероятностью W состояния сие- · 
темы: 

S=kln W 

Под W Больцман понимал число физически различимых мИ:кро· 
состояний, которыми может быть реализовано данное макросостояние. 
Число таких микросостояний--в статистике Больцмана оПf!еделялось 
величщюй соответствующего фазового объема. Больцман, получив 
свою формулу, указал и на способ подсчета термодинамической 
~ероятности состояния, а именно: пусть имеется N частиц и i энер­
-rетических _ ячеек, т. е. групп с определещ1ыми энергиями 81 , 

е2, -~ •• , 8i· Тогда число ~пособов, которыми моЖно разместить эти N 
частиц по i ячейкам так, чтобы в первой из них было N 1 частиц, 
BQ второй-N2 и т. Д;,- в· соОТветсwии с комбинаторикой будет. 
равно N!/(N11 N2! ... Nlt!). Здесь N! -_число раЗJ!ИЧНЫХ способов, 
которыми можно представит& все N частиц; Ni! - числа способов, 

· которыми могут быть переставлены частицы в каждой из ячее~ 
:rак, что переста»овки внутри ячейки не учитываются. 

В кл'ассиче<;кой статистике Больцмана .впервые возникла важ­
ная проблема, касающая~ся свойств ·самих частиц. Действителыно, 

· термодинамическая вероятность дает число микросостоЯний, со~ 
ответствующих данному макросостоянию. Но понятие микросостоя­
ния оказалось не· таким определенным, как это мGгло показаться 

с первого взгляда. До создания квантовой механики в принцице ка­
залось возможным отлич.Ить.-одну молекулу от другой, }!спользуя 
для э·того какие-либо их свойства. Именно в таком духе и рассуж­
дал" Больцман: по крайней мере, в принци1пе. можно отличать 
соСтояние, где молекулы J и 2 имеют энергии 81 и 82 соответствен­
но, от состояния, ·где их энергии равны 82 и 8 1• Больцман считал, 
·что замена однИх частиц другими влияет на свойства молекулярной 
системы и, следовательно, нео0-хо.димо эти распределения считать 
различными. Следовате.тiьно, статистика Больцмана основывалась 
на принципе различия частиц. 

Естественно; что быJ1а и другая возможность - считать части-
- цы тождественными. Но такая возможность статистикой Больцма­
на исключалась и, как мы теперь знаем, была реализована.в кван­
товой статистике, которая показал,а, что различать молекулы так, 
как думал Больцман, невозможно.' В действительности состояния, 
когда мол.екула 1 ео своим набором квавтовых чисел и молекула 2 
со своим набором квантовых чисел обладают той же энергией, как 

104 Подчеркнем, что хотя эта формула и выбита на памятнике Больцману 
н'а Венском кладбище, но он ее в таком виде никогда не писал. Э10 сд~ал 
Планк в первом изда111ии своих лекций по тепл.овому изл.уч-ению (1906). Он же 
1шел в обиход физики и константу k. Сам Больцман говорил только о про­
порцuональност!f между энтропией и логарифмом вероятности, состояния. 
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и то состояние, где квантовь1е числа переtасованы,_,... это то ж~ 
самое состояние и его следует учиты:вать только один, а не N раз. 

Квантовая механика показала, что физическая реальность отра· 
жается волновой функцией, квадрат которой определяет вероятност~ 
наличия- молекулы, но не определяет, какая Именно молекула нахо­
дится перед нами. Различные состояния· соответствуют разным 
волновым функциям, а не различным f!ерестановкам молекул. Так 

. в физическую статистику вошел п р и н ц и п то ж де ст в е н н о ст и 
',част и ц. Следовательно, подсчет микросостоянвй в классической 
и квантовой статистиках оказался существенно разным: если моле­
кулы различимы, то имеется N! различных способов, которым}! 
можно к N разным состояниям отцестИ N молекул, И тогда 
W =N!/(N11 N2<! ... Ni!). Если молекулы неразличимы, то вместо NI 
состояний имеется только одно, тогда W = 1/(N1 ! N 2! ... Nil). (Мы 
здесь спецщ1льно не оговариваемся относительно подсчета числа 
микросостояний в статистиках Бозе - Эйнштейна и Ферми - Дирака.) 

Разрабатывая статистическую механику, .Гиббс обратил внимание 
на то, что больцмановский метод подсчета W имеет существенный 
недостаток, так как он приводит к .выражению энтроrши идеального 

газа в виде S= kN ln V +s0 , где V - о"бъем системы, SQ-'- некоторая 
константа. Поскольку возрастание числа частиц системы приводит 
к увеличению ее объема, то, следовательно, пропорциональности 
между S и N не б~дет, хотя из термодинамических соображений 
она должна иметь место. Гиббс, как .видно из его термодинамических 
работ, это ясно понимал, а потому считаJi, что константа S0 является 
константой только для данного количества вещества и при переходе 
к другому его количеству она может изменяться 105• Этот вопрос 
он связывает. с необходимостью рассматривать частицы или как 
тождественные, или как различимые:- следует ли рассматривать как · 
тождественные состояния систем многих часТиц (по его терминоло­
гии, фазы), отличающиеся друг от друга только заменой частиц, 
занимающих определенные положения и имеющи~ определенную 

энергию, другими такими же частицами, или ·же это различные 

состояния? · Рассматривая состояния, отличающиеся только переста­
новкой одинаковых ч~стиц, Г~бс с некоторой осторожностью писал: 
«Если частицы считаются. неразличимыми, то, по-видимому, будет 
соответс'твовать духу статистического мето{Jа ршхмотреf!,ие фаз, 
как идентичных». Далее Гиббс вводит понятия «фаза рода» и «фаза 
вида» .. Он пишет: 

.:Цель, поста'вленная нами". часто. будет заставлять ндс употреблять тер­
мины .:фаза», f':фазовая плотность», «статистическое равновесие» и .другие соот­
ветr;твенные термины при предположеяии, что фазы не изменяются при обмене 
местами подобных друг другу частиц." Мы будем называть их фазами, задан­
ными при помощи родовых определений (generic definitions), или, коротко, фа­
зами рода. Но нам придется также иметь дело с фазами, определенными более 

105 Заметим, кстаТrи, что за1бвение этоrо факта зачастую приводило к не­
верным форму.лирш~кам парадокса Гиббса. См. по этому поводу к:н.: Гель­
ф ер 5!. м., л ю б о ш и ц в. Л.; п О,Д гор е цк и й м. и. па,радокс Гн'ббса и 
тождественность частиЦ в Юв11нтовой механ;ике. М., 1956. 
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узко (так что обмен положениями между одинаковыми частицами ра.ссматри­
вается 'как изменение фазы); мы будеµ называть их фазами, заданными при 

• помощи видовых определений, или, коротко, фазами вида (specific definitonsJ~ 
[13, с. 186]. . ' 

Далее Гиббс пишет: 

«Очевидно, что если v1, v2, ... , v" представляют собой числа моЛекул раз­
личного рода в какой-либо системе, то число фаз вида, охватываемых одной 
общей фазой, представлено произведением v1! v2! ... vn! и коэффициент вероят­
ности фазы рода является суммой коэффициентов вероятности· фаз вида, кота-

-рые она представляет. Когда эти последние равны между собой, коэффициент 
вероятности фазы рода равен коэффициенту фазы вида, умноженному ·на v 1! 
v2! ... vn! Очевидно также; что статистическое равновесие относительно . Фаз 
рода может существовать без статистического равновесия относительно фаз 
вида, но не наоборот» [13, с. _186]. . 

Таким о'бразом, статистика, основанная на «видовых фазах», 
исх'Одит из того; что микросостояния, для которых число молекул, 

обладающих различными энергиями, остается постоянным, но сами 
молекулы переходят из одной группы в другую, считаются различ­
ными. Здесь частицы рассматриваются как некоторые индиви­
дуальности. С другой стороны, статистика, основанная на понятии 
«родовой фазы», исходит из представления об абсолютной rожде~ 
ственно.сти частиц, если тождественны характеризующие их кон­

станты (атомный и молекулнрный вес, электрический заряд и т. п.). 
Следовательно, Гиббс указал, что при. подсчете термодинамиче­
ской вероятности в соответствии со статистикой «рода» не.обходи­
мо бо~ъцмановское выражение 

N! W=------
N1_1 N21 •• N1I 

_поделить на N! и принять 

W=-----
N11 N2 ! ... Nil° 

Таким образом, согласно Гиббсу, при вычислении свободной 
Энергии 'Ф в цредположении различия микросостояний, получающихс:Я 
при замене одних частиц другими 1 (статистика «вида»), следует 
пользоваться выражением 

'Ф=-kТ1п \e-Нf<kТJ dФqdffip· (XVIII.5). 
,) 

Если же при подсчете 'Ф пользоваться представлением о тождест­
венности частиц (статистикой рода), то необходимо фазовый инте­
грал поделить на N! и тогда 

'l\'gen= ...,..._kT ln ~ e-li/(kT) dffi dffi _, 1 s ~ 
N! q р 

(XVIII .6) 

где индеJ{с «gem указывает на статистику «фаз рода». Нетрудно 
видеть, что из последнего уравнения следует зависимость между 

'Фgen и ~. 1щерв:ь1е установленная Гиббсом: 

'i'gen = "1+ kT lп N!. 
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Взяв производную (дф ) и учитывая, что 
дТ v · 

эн'tропи:йное соотношение Гиббса: 

Sgen =S .._: k ln NI 

S = -(дф ) , получилt 
дТ. v 

(XYIII.7} 
Нетрудно видеть, что из этого уравнения вытекает правильная 
формула для энтропии S=kN ln (V/N), отражающая пропорциональ­
ную зависимость между S и N (в полном соответствии с требова­
ниями термодинамики, кqropoe заключается в том, чтобы энтропия 
обЩlдала свойством аддитивности не только по отношению к ком-

'. понентам смеси идеальных газов, но и по отношению к разделению, 

системы на подсистемы). Действительно, согласно статистике Больц­
мана, S = kN ln V. При достаточно больших N можно воспользоваться 
формулой Стирлинга 

· N!=(N/e)N • 

. Подставляя эти значения в формулу Sgen и пренебрегая несу­
щественными членами, получаем Sgen = kN ln (V / N). 

Таким образом, противоречие между термодинамикой и клас­
сической статистикой устраняется только qутем изменения способа 
подсчета ·статистической суммы, т. е. фактически ценой отказа 
от кла·ссической статистики. Следовательно, основная µдея Гиббса~ 
предложившего считать за одно микросостояние все :М:икросостоя­
ния однокомпонентного газа, отличающиеся любыми перестанов­
ками, оказалась правильной. Именно в этом случае становится 
.необходимым делить статистическую сумму -на общее число таких 
перестановок,· т. -~. на NI и вместо выражения для свободной энер­
гии (XVIII.5) получается выражение (XVIII.6). 

. С помощью тако.rо пр.нема Гиббс дает правильную статистиче­
' скую трактовку парадоксу Гиббса (собственно, для этой цели он 
и ввел статистику «фаз рода»), объяснение которого в рамках тер­
модинамики ·сталкивалось с трудностями вследствие неверного ВЬI­

ражения для энтропии идеального газа, где под знаком логариф­
ма стоял объем газа V вместо удельного объема V/N. Он также 
подчеркивает, что для процессов с N=const можно с равным пра­
вом пользоваться как (XVIII.5), так и (XVIII.6), но при N пере-

. менном ilеобходимо пользоваться Sgen. так как энтропийная кон-
станта зависит от N. · 

Глубокая и правильная гипотеза Гиббса, лежащая в оснвт~· 
всего вышесказанного, естественно, несовместима с духом и смыс­

лом классической статистдки 106, в рамках которой ее физическое 

106 А. Зоммерфельд в своей книге пишет, что непротиворечивая формула 
· для энтропии идеального газа S=kNln(V/N) получается из выражения 
S=kNlnV+S0, eCJLи S0=-kNlnN. Причем такое tВыражение S0 следует ·Из клас­
сической статистики. t:Энтропия до:Лжна быть пропорциональна числу частиц ... 
в противном случае энтропия будет расти быстрее, так как фигурирующий 
под знаком логарифма объем при постоянной температуре пропорционален 
числу частиц. Эта трудность устраняется только в квантовой теории» (3 о м­
м е•р ф ель д А. Термодинамика и статистическая физика. М" 1955, с. 248)_ 

По этому поводу заметим Следующее. Как показано в книге .Я. М. Гель-
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;0боснова11ие невозможно.· Как теперь мы знаем, гиббсовска~г «ро· 
.давая фаза» непосредственно вытекает из квантовой механики, со· 
гласно которой атомы, находящйеся в одинаковых стационарных 
--состояниях, являются _полностью_ тождественными, поэтому само 

понятие перестановки теряет смысл. Таким образом, предложен-
11ая Гиббсом процедура подсчета числа микросостояний с учетом 
N! имеет логический смысл только на основе квантовомеханического 
представл.ения о тождественности 107 . Сказащ):ое, конечно, не озна-

·-чает, что Гиббс предвосхитил некоrорые идеи квантовой статисти­
хи. (О том, что это не так, говорит тот ~факт, Что прц описании 
процеоса смешения одинаковых газов он рассматривал этот про­
цесс как диффузию, не приводящую к изменению энтропии. С точ­
ки зрения квантовой механики; этот процесс не является диффу· 
зией.) Предложенная им процедура деления статистической сум­
мы на N!, приводящая к пра·вильному выражению энтропии идеаль­
ного газа, по сути дела, была чисто формальной. Правильный ре­
зультат здесь получался не потому, что· сами частицы рассматри­

-вались как тождественные, а лишь благодаря учету этой тождест­
венности 1с помощью N!. Поэтому хотя «исправленная» Гиббсом 
-статистика и приводила к верному выражению для· энтропии 

идеального· газа, но физического обоснования пропорциональности 
между S и N она дать не могла. 

фера, В. Л. Jlюбошица, М. И. Подгорецкого. «Парадокс Гиббса и тождествен· 
.ность частиц в квантовой механике», формула энтропии может быть ·полу­
чена чисто термодина~ически ·без IПривлечения статистикИ..,Это важно подчерк­
'f!уrь в связи с ош11бочными утверждениями некоторых авторов, полагающих, 
что термодинамика приводит только к выражению S = kNln V +So. 

107 Следует еще раз подчеркнуть проницательность Ферми, Шредингера 
.и некоторых других авторов (например, Ланде), увидевших связь между пара· 
доксом Гиббса и проблемой тождественности. 



ЗА~ЛЮЧЕНИЕ 

Какую _роль в историческом плаце сыграли исследования в тер­
модинамике и статистической физике? 

Развитие термодинамики и ста·тистической физики до середины 
XIX в. было связано с исследованием свойств веществ. Революци­
онцым годом в I;Iстории термодинамики. следует считать год появ­

ления работы Кирхгофа ( 1859) о тепловом излучении, в которой 
впервые был сделан важный принципиальный шаг -установлена 
связь между экспериментально наблюдаемыми оптическими яв.тiе­
ниями и вторым началом термодинамики. Глубокое понимание 
того факта, что,. пропорциональность . ме:Жду лучеиспусканием и 
лучепоглощением в отношении каждой длины волны есть .след­
ст,вие теплового равновесия, привело Кирхгофа ·к формулировке 
фундаментального ~акона, связавшего два различных'раздела фи­
зики_:_ оптику и термодинамику ·и заложившего основу новой об­
ласти термодинамики - термодинамики излучения. Если примене...' 
ние термодинамики к исследованию х.имических процессов озна­

чало, по сути деJ!а, превращение механической теории теплоты а 
новую науку - термодинамику, то применение термощшамики к 

проблеме теплового излучения как бЫ завершало процесс этого­
превращения. Необычный_ объект термодИнамического анализа_ -
тепловое изJJучение - выходил из рамок привычных термодинами­

ческих представлений. Однако вскоре уже была достаточно ясна 
плодотворность применения термодинамики к . тепловому излуче­
цию, Правда, никто из ученых, работавших в этот период, ·не мог­
подозревать, что через четыре десятилетия ·развитие термодина- · 
мики излучения приведет к результатам, которым суждено будет­
потрясти основы классич~с;кой физики. 

Распространение 'РаКИХ основных термодинамических понятий, 
как абсолютная температура, энтропия, внутренняя_ энергия, на­
теп.Ловое излучение, а также второго начала и его статистической 
трактовки на эту область физики, конечно, означало расширение _ 
«м·огущества» термодинамики и статистики. 
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Наиболее фундаментальный результат развития термодинамики 
и статистики излучения - гипотеза квантов Планка. Нц упоми­
навшемся выше первом Сольвеевском конгрессе ряду вЕfдуЩих те­
оретиков уже была достаточно ясна эвристическая ценность кван­
товой гипотезы и тот факт, что она· далеко выходит за пределы 
-гермодинамики излучения. Так, в своем выступлении на конгрессе 
Л. Бриллюэн говорил: 

«Мне кажется, отныне можно быть уверенным, что необходимо ввести в 
t:tаши физические и химические концепции понятия прерывности, скачкообраз· 
наго изменения, о 'которых мы несколько лет назад не имели никакого пред• 
ставления» [32, с. 197] .. 

П. Ланжевен со свойственным ему темпераментом отмечал: 

«Несмотря на трудности". счастливая идея Планка уже позволила открыть 
н}епредвиденные соотношения между фактами, например связь между удель­
ной теплоемкостью и периодом оптических колебаний. Здесь осуществлен совсем 
недавно значительный прогресс, .который обязан теории квантов, несмотря на 
всю ее нынешнюю неопределенную форму. Самая большая услуга, которую мо­
жет оказать теория,- это привести к подобным открытиям, а эта теория, нахо­
дясь еще в пеленках, уже проявила себя в высшей степени полезно». [32, 
с: 225]. 

Е.сли квантовая теория непосредственно почти не затронула 
термодинамику, то в области статистической физики она привела 
к далеко идущим последствиям. Вьншuлась огранrrченность больц­
мановской классической статистики, ее неприменимость в тех слу­
чаях, когда в силу.вступают квантовые закономерности. И еще сле­
дует отметить, что переход от классической к квантовой статисти­
ке имел большое. методологическое значение, поскольку он был 
связан как с введением новых идей и понятий, так и с необходи­
мостью изменения соответствующего математического формализма. 

В заключение уместно пр-ивести слова голландского ученого 
Б. Ван-дер-Вердена, сказанные им в одном из докладов по теоре­
тической физике: 

«Изложение физичеdких теорий в учебнике по необходимости является хотя 
бы. отчасти догматическим. Сначала формулируется гипотеза, затем излагаются 
ее следствия и, наконец, эти следствия сравниваются с результатами экспе­
римента. 

·Некоторые авторы придерживаются смешанного метода, дополняя догма­
тич-еское изложение экскурсами в историю, покаiэывая, как возникли гипотезы. 
Такой метод обладает большими достоинствами. 

Можно, наконец, пользоваться историчеdким методом и шаг за шагом 
воспроизводить ход мыслей теоретиков в той мере, в какой это позволяют их 
работы. По моему мнению, полного понимания физической теории моЖно qо­
стичь, лишь следуя историческому методу. Этот метод позволяет нам судить, 
насколько та или иная гипотеза необходима для объяснения определенного 
круга явлений, можно ли ее видоизменить и каковы пределы ее примени· 
мости» [ 55, с. 231] . 

Автор, используЯ исторический метод, сделал попытку в своем 
труде показать сложный, подчас драматический путь, который 
прошл·а наука о теплоте и.. тепловых ·явлениях, прежде чем достичь 
тех вершин, о которых рассказывается в многочисленных учебни­
ках термодинамики и статистической физики. 



ХРОНОЛОГИЧЕСКАЯ ТАБЛИЦА 

ВАЖНЕЙШИХ СОБЫТИИ В ИСТОРИИ ТЕРМОДИНАМИКИ. 
И СТАТИСТИЧЕСКОИ ФИЗИКИ 

IV в. до н. э. Демокрит и Левкипп ра3'Вивают учение об атомах. 
1 в. до н. э. Появление натурфилософской поэмы Лукреция К:ара «0 природе 

вещей». · 
1475 г. Леонардо да Винчи высказывает идею о невозможности вечного дви-

гателя. · 
1592 г. Галилей изобретает термоскоп. 

XVII в. 

1631 г. Жан Рей изобретает первый жидкостный термометр. 
1643 г. Торричелли открывает атмосферное давление. 
1644 г. Декарт развивает учение о сохранении движения. · 
1652 г. Бойль открывает закон о взаимосвязи давления и объ~ма газа. 
1665 г. Гук высказывает гипотезу о тецлоте как роде движения. 
1673 г. Гюйгенс высказывает идею о сохранении «Живых сил». 
1695 г. Лейбниц развивает учение о «живых» и «мертвых» силах. 

хvш в. 

1702 г. Шталь разрабатывает учение о флогистоне. 
1714 г. Фаренгейт изобретает «термометрическую шкалу Фаренгейта». 
1721 г. Вольф развивает учение ·о теплороде. 
1723 г. Тейлор разра1батывает калориметрический «способ смешения». 
1730 г. Реомюр изобретает «термометрическую ш~алу Реомюра». 
1735 г. И. Бернулли развивает дальше учение о сохранении «живой силы». 
1738 г. Выходит в свет «Гидродинамика» Д. Бернулли. 
1744 г. Цельсий изобретает стоградусную термометрическую шкалу. 
1744 г. Ломоносов разрабатывает «Корпускулярную теорию теплоты». 
1748 г. Ломоносов формулируr:т закон сохранения вещества и движения. 
1750 г. Рихман проводит калориметрические исследования смесей различно на· 

гретых жидкостей. 
· 1757 г_. Блэк открывает «скрытую»· теплоту плавления. 

1762 г. Блэк проводит первое измерение «количества теплоты». 
1770 г. Блэк и Ирвин открывают теплоемкость тел. 
1772 r. Вильке проводит первые измерения теплоемкостей твердых тел. 
1773 r. Лавуазье развивает теорию горения. ' · . 
1777 г. Шееле проводит первые наблюдения теплового излучения. 
1780 r. Лавуазье и Лаплас проводят калориметрические исследования. 
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1787 r. Шарль открывает зависимость давления газа от температуры. 
1790 г. Пикте исследует свой'ства теплового излучения. 
1798 г. Румфорд проводит опыты с трением тел. 

XIX в. 

I802 г. Гей-Люссак исследует тепловое расширение газов. 
1805 г. Лаплас развивает теорию капилляр~r.остИ: · 
1807 .г. Дальтон развивает атомистику в химии. 
1807 г. Дальтон впервые наблюдает те:пловые эффекты в ·газах при измененип 

их объема. -~ ' 
1807 г. Гей-Люссак открывает независимость теплоемкости .rлза от его объема. 
1807 г. Юнг вводит понятие «энергия». . · 
1809 г. Прево развивает 1'еорию подвижного равновесия. 
1,811 г. Авогадро формулирует «законы· Авогадро». . 
1812 г. Лаплас развивает математическую теорию вероятности. 
1813_ г. Де.riарош и ~e1Jap проводят первые определения· теплоемкостей газов. 
1816 г. Лаплас предложил формулу для вычисления ск.орости звука в газах 

с адиабатической поправкой. · 
1818 г. Дюлонг и Пти открывают закон теплоемкостей твердых тел. 
1819 r. }(леман и Дезорм проводят первое опытное определение отношения 

Cp/Cv. . . 
1821 г. Герапат высказывает гипотезу о прямолинейном движении молекул газа. 
1822 г. Фурье разрабатывает аналитическую теорию теплопроводности. 
1823 г. Пуассон проводит исследование адиабатического процесса. 
1824 г. Выходит в свет труд С. Карно «Размышление о движущей силе огня». 
1826 г. Понселе ввqдит понятие «работа». 
1827 г. Броун открывает «·броуновское дви~ение». 
1834 г. Выходит в овет труд Клапейрона «О движущей силе оrня». · 
1834 г. Грэхем исследует процесс диффузии газов. 
1838 г. Лиувилль доказывает «теорему Лиувилля». 
1840 г. Гесс проводит термохимические исследования. 
1840 г. Реньо проводит опытное определение теплофизических констант. 
1840 г. Пуазейль исследует •Виу'Греииее трение газов. · 
184;2 г. Майер вычисляет механяческий эювивалент теплоты. 
1843 г. Джоуль начинает экспериме1.1J'ы по определению механического экви~ 

валента теплоты. 
1847 г. Выходит в свет труд Гельмгольца «О сохранении силы,,-. 
1848 г. Джоуль проводит исследования по .кинетической теории газов. 
1848 г. В. Томсон,в11юдит абсолютную шкалу температур. 
1850 г. Клаузиус формулирует второе начало термодинамики. . 
1851 г. В. Томсон начинает исследования по «динамической теории теплоты». 
1851 г. Ранкин ·применяет второе начало термодинамики к теорий тепловых 

машин. 

· 1854 г. I\лаузиус распространяет второе наtJ:ало ·термодинамики на необратимые 
процессы. 

1854 г. В. Томсон и Джоуль исследуют термодшrо.мические свойства реальных 
газов. 

1854 г. Фик открывает основной закон~ диффузии. 
1856 г. Крёниг развивает молекулярно-кинетическую теорию газов. 
1857 г. Выходит труд Клауз!iуса «0 роде движения, которое- мы называем 

теплотой». , 
1859 г. Кирхгоф открывает основной закон теории теплового излучения. 
1860 г .. Максвелл откры1;1ает закон распределения скоростей молекул газа. 
1860 г. Менделеев вводит понятие критической температуры. 
1862 г. Клаузиус применяет термодинамику к химическим явлениям. 
1865 r. Клаузиус Ф'1рмулирует принцип существования и возрастания энтропии. 
186() г. Ло~рмидт определяет размеры молекул и их число. 
1866 г. Больцман делает первую попытку дать механическое обоснование вто• 

рого начала термодинамики. 
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1867 1'. Леру дает экспериментальное подтверждение «Теплового эффекта» 
Томсона. 

1867 г. Выходит в свет первым изданием труд Клаузиуса «Механическая тео-
. ри!L. теплоты». 

1869 г. Эидрiос проводит·исследование процесса сжижения газа. 
1871 г. Больцман высказЫвает эргодическую гипотезу. 
1871 г. Больцман развинает механический вариант В-теоремы. 
1872 г. Открытие «эффекта Дюфра». 
1873 г. Умов вводит понятие о потоке энергии. 
1873 г: Ван-дер-Ваальс ВЫiВОдит уравнение состояния реальных газов. 
1873 г. Выходит в свет ра·бота Гиббса «Графические методы в термодинамике». 
1875 г. Ги_ббс проводит исследования равновесия гетерогенных систем и уста-

навливает правило фаз.. _ 
1875 г. К. Нейман проводит математический анализ .дифференциальных соот-

ношенп.й термодинамики. -
1877 г. Больцман формулирует статический вариант В-теоремы и устанавливает 
· · статичес1шй смысл энтропии. 
1878 г. Максвелл вводит термин «статическая механика». 
1878 г. Амага исследует сжимаемость жидкостей и газов. 
1879 г. Стефан открывает интегральный закон излучения абсолютн~ черного 

тела. · 
1879 г. Соре исследует явление термодиффузии. _ 
i8'80 г. Больцман проводит исследование газокинетического уравиеlJдЯ. 
1882 г. Гельмгольц вводит понятие «свободная энергия». 
1883 г. 'Открытие ~принципа Ле Шателье - Брауна». 
1884 r. Больцман дает термодинамическое обоснование закона Стефана. 
1884 г. Выходит в свет труд Вант-Гоффа «Этюды по химической динамике» . 

. 1886 _г. Дюгем вводит понятие о термодинамических Ш>тенциалах. 
1887 r. Планк разрабатывает термодинамическую теорию слабых растворов; 
!887 г. Михельсон применяет статистику к тепловому излучению. 
1892 г. Голицын проводит исследования по теории теплового излучения. 
1893 г. Открытие «закона смещения Вина». 
1895 г. Вин и Лум:мер предложили модель абсолютно черного тела. 
1896 г. Вин устанавливает закон распределения энергии в спектре абсолютно 

черного тела. 

1896 г. Выходит в свет первым изданием труд Больцмана «Лекции по .теории 
газов». · 

1897 г. Больцман применяет статистику к тепловому излучению. 
1897 г. Шиллер проводит исследования по аксиоматике второго начала. 
1899 г. Курлбаум и Рубенс проводят экспериментальное исследование распре-

деления энергии в спектре а•бсолютно черного тела. · 

хх в. 

1900 г. Рэлей устанавливает закон распределения. энергии в спектре, абсолютно 
' черного тела. 

1900 г. Планк высказывает квантовую гипотезу. 
1900 г. Друде применяет стат1rстнку к электронному газу. 
1902 г. Эйнштейн начинает исследования no теории броуновского движения. 
1902 г. Выходит в свет труд Гиббса «Основные nр-ииципы статистической меха-

ники». 

1905 г. Лоренц проводит исследования по электронной теории. 
1905 г. Смблуховский начинает исследования по теории броуновского движения. 
} 905 г. Ланжевен применяет статистику к теории магнетизма. 
1905 г. Джине •проводит исследования по теории' теплового излучения. 
1 ~06 г. Открытие тепловой теоремы Нернста. 
f906 r:. Выходит в свет перяое издание труда Планка «Теория теплового излу· 

чения». 

1907 г. Планк развивает· основы рмятивистской термодинамики. 
1907 г. Эйнштейн разрабатывает квантовую теорию теплоемкости твep,ztoro тела. 
1907 r. Начало исследований щелей Маркова». 
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1908 г. Орнштейн применяет статистику к реальному газу. 
1909 r. l(аратеодори проводит исследования по аксиоматике тЕ!рмодинамвки. 
1909 г. Перрен эксперuмента.Jiьно определяет число Авогадро. 
1911 г. Яуман вводит понятие «поток энтропии». 
1911 г. П. и Т. Е)ренфесты проводят логический анализ статистической механики. 
1911 Г. Нернст разрабатывает квантовую теорию теплоемкости газа. 
1912 r. Нернст высказывает- принцип недостижимости абсолютного нуля. 
НН2 г. Сверберг проводит экспериментальные исследования по молекулярноii 

статистике. 

1912 r. Дебай развивает квантовую теорию теплоемкости твердого тела. 
1912 r. Дебай применяет статистику в теории диэлектриков. 
1912 г. Смолуховский раз1вивает статистические идеи Больцмана. 
1913 г. Борн и Карман развшз-ают теорию теплоемкости Дебая. 
1916 г. Эйнштейн проводит исследование по теории излучения:. 
1917 г. Чэпмен и Поулинг исследуют явления переноса в неодноро,z:tных газах. 
1920 r. Штерн проводит опыты с молекулярными пучками. 
1922 r. Дарвин и Фаулер предлагают метод вычисления статистических интег-

ралов. 

1924 .r. Открытие статистики Бозе - Эйнштейна. 
1925 г. Открытие принципа запрета Паули. 
1925 г. Гоудсмит и Уленбек открывают спин электрона. 
1925 r. Афанасьева-Эре11фест проводит исследования по аксиоматике второго 

начала термодинамики. 

1925 r. Френкель начинает исследования по теории жидкого состояния. 
1926 г. Открытие статистики Ферми - Дирака. 
1928 г. Паули применяет квантовую теорию к необратимым процессам. 
1928 г. Зоммерфельд применяет квантовую теорию к электронному газу. 
1931 г. Онзагер выводит соотношения взаимности. 
1933 r. Эренфест вводит представление о фазовых превращениях второго рода. 
1937 r. Ландау развивает теорию фазовых превращений второго рода. 
1944 r. Онзагер развивает статистическую теорию фазовых превращений. 
1946 r. Выходит в свет труд Боголюбова «Проблемы динамической теоj:>иц: в 

, статистической физике». 
1947 г. Пригожин устанавливает теорему о минимальности производства 

энтропии. 

, 1955 r. Ван-Хов и Куба начинают исследования по квантовой теории необра­
тимых процессов. 

1955 r. Начало широкого применения в статистической физике методов кванто­
вой теории поля. 
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